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MATEMATYCZNY PRZEPIS NA ALGORYTM ODWAGI

Gertruda GWOZDZ-L UKAWSKA, Elzbieta GALEWSKA,
Elzbieta KOTLICKA-DWURZNIK, Monika POTYRALA

Politechnika t.6dzka, t6dz

Wstep

Odwaga zaczyna sie od pytania

Odwaga najczesciej kojarzona jest z dziataniem w warunkach niepewnosci, podejmowaniem

ryzyka oraz przekraczaniem wiasnych ograniczen. Rzadziej dostrzega si¢ jej zwigzek z matematyka.
Tymczasem artykuty zgromadzone w niniejszej monografii pokazujg, ze matematyka odgrywa
istotng role wszedzie tam, gdzie konieczne jest podejmowanie odpowiedzialnych decyzji,
przewidywanie skutkdéw dziatan oraz zrozumienie proceséw zachodzgcych w ztozonych systemach.
Wspdlnym motywem wielu prezentowanych prac jest préba oswojenia niepewnosci poprzez
wykorzystanie narzedzi matematycznych do opisu, analizy i prognozowania zjawisk wystepujgcych
w nhauce, technice, medycynie oraz gospodarce.
Rozwazania te stanowig naturalng kontynuacje tematéw podejmowanych w poprzednich
monografiach konferencji MathUp, poswieconych roli matematyki w lepszym rozumieniu
rzeczywistosci oraz odkrywaniu zarowno oczywistych, jak i zaskakujgcych zastosowan krolowe;j
nauk.

Jak matematyka mierzy ryzyko

Szczegdlnym obszarem, w kitorym niepewnos¢ stanowi nieodtgczny element procesu
decyzyjnego, sg finanse. Artykut Julii Glicner i Amelii Gtowali poswiecony zostat wycenie
europejskich opcji kupna w wielookresowym modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina. Autorki pokazuja, ze
cena instrumentu finansowego nie jest rezultatem intuicyjnych przewidywan inwestora, lecz
konsekwencjg matematycznej konstrukcji rynku pozbawionego arbitrazu. Wykorzystujgc pojecie
portfela replikujgcego oraz prawdopodobienstwa neutralnego wzgledem ryzyka, przeprowadzajg
czytelnika przez proces wyceny opciji, ilustrujgc go szczegdétowym przyktadem obliczeniowym. Praca
stanowi przystepne wprowadzenie do matematyki finansowej i pokazuje, ze nawet w Swiecie
pozornie nieprzewidywalnych zdarzeh mozliwe jest budowanie modeli umozliwiajgcych racjonalng
ocene ryzyka.

Gdy decyzje stajg sie grg matematyki

Podejmowanie decyzji w warunkach niepewnosci stanowi rowniez temat artykutu Kacpra Bazyla
i Bartosza Gorowskiego poswieconego analizie strategii w blackjacku. Autorzy pokazuja, ze
popularna gra karciana moze by¢ traktowana jako model problemu decyzyjnego, w ktorym
konieczne jest wybieranie dziatan na podstawie niepetnych informacji i przewidywanych
konsekwencji.
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Wykorzystujgc uproszczony model rozgrywki, analizujg zaleznosci miedzy aktualng sytuacjg
gracza a oczekiwanym wynikiem poszczegoélnych decyzji. Dzieki temu pokazujg, jak matematyka
pozwala przej$¢ od intuicyjnych wyborow do racjonalnie uzasadnionej strategii.

Cho¢ punktem wyjscia jest gra losowa, przedstawione podejscie ma znacznie szersze
znaczenie. Podobne mechanizmy wystepujg bowiem w ekonomii, zarzadzaniu, informatyce czy
sztucznej inteligenciji, wszedzie tam, gdzie decyzje podejmowane sg w warunkach ryzyka
i niepewnosci. Artykut stanowi interesujgcy przyktad wykorzystania matematyki do analizy wyboréw
oraz pokazuje, jak modele i algorytmy wspierajg proces podejmowania decyzji.

W poszukiwaniu prawdy ukrytej w danych

We wspotczesnym Swiecie ogromne znaczenie ma takze umiejetno$¢ analizy informacji. Temu
zagadnieniu poswiecony zostat artykut Jedrzeja Niedzielskiego i Niny Zugaj dotyczgcy wykrywania
plagiatu i automatycznego rozpoznawania podobienstw pomiedzy tekstami oraz kodem zrédtowym.
Autorzy przedstawiajg proces przygotowania danych do analizy, a nastepnie opisujg metody
wykorzystywane do oceny podobienstwa dokumentéw. Czytelnik moze poznaé zaréwno techniki
oparte na analizie sgsiedztwa wyrazow i odlegtosci miedzy tekstami, jak i bardziej zaawansowane
reprezentacje numeryczne dokumentéw. Praca pokazuje, ze skuteczna analiza podobienstwa nie
opiera sie na ,przeczuciach” komputera, lecz na precyzyjnie definiowanych wiasnosciach
matematycznych, ktére mozna mierzy¢, porownywac i interpretowac.

Jak ocenié¢ wiarygodnos¢ danych

Dziatanie w warunkach niepewnosci wymaga nie tylko gromadzenia informacji, ale takze

umiejetnosci oceny ich wiarygodnoéci. Temu zagadnieniu poswiecony jest artykut Marcina Kréla,
w ktérym teoria Dempstera-Shafera stuzy jako narzedzie wspomagajgce analize danych
pochodzgcych z roznych zrodet.
Autor pokazuje, ze w wielu sytuacjach dostepne informacje sg niepetne, niepewne lub nawet
cze$ciowo sprzeczne. W takich przypadkach konieczne staje sie wykorzystanie metod
matematycznych pozwalajgcych okresli¢ stopien przekonania co do prawdziwos$ci poszczegdlnych
hipotez oraz potgczy¢ niezalezne przestanki w spojng ocene sytuacji.

Przedstawione podej$cie umozliwia analize niepewnosci oraz fuzje danych pochodzgcych
z wielu zrodet, co pozwala wskazaé¢ najbardziej prawdopodobne wnioski wraz z oceng ich
wiarygodnosci. Artykut stanowi interesujgcy przyktad zastosowania matematyki w procesie
podejmowania decyzji i pokazuje, ze odpowiednie modele mogg wspieraé ocene informacji
wszedzie tam, gdzie dziatamy w warunkach niepewnosci.

Walka z chorobg na poziomie liczb

Problem podejmowania decyzji w sytuacjach, gdy stawka jest zdrowie i zycie cztowieka, pojawia

sie w artykule Hanny Klus dotyczacym terapii adaptacyjnej nowotwordéw. Autorka analizuje
mozliwo$¢ wczesnego wykrywania momentu, w ktérym stosowane leczenie zaczyna traci¢
skutecznosc. W tym celu wykorzystuje narzedzia analizy topologicznej pozwalajgce badac strukture
zmian zachodzgcych w uktadzie opisujgcym rozwdj choroby.
Zaprezentowane wyniki wskazuja, ze odpowiednio skonstruowane wskazniki topologiczne moga
sygnalizowac¢ pogorszenie odpowiedzi na leczenie wczesniej niz standardowa obserwacja poziomu
biomarkera PSA. Artykut stanowi interesujgcy przykfad wykorzystania zaawansowanych metod
matematycznych w medycynie oraz pokazuje, ze matematyka moze wspiera¢ lekarzy nie tylko
w analizie danych, ale takze w podejmowaniu decyzji dotyczgcych dalszego przebiegu terapii.
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Od réwnan do dawkowania lekéw

Matematyka odgrywa coraz wiekszg role w medycynie, pomagajgc w projektowaniu
skutecznych i bezpiecznych terapii. Artykut Marii Jedrzejewskiej poswiecony jest farmakokinetyce,
czyli dziedzinie badajgcej zmiany stezenia leku w organizmie po jego podaniu.
Autorka przedstawia podstawowe modele matematyczne wykorzystywane do opisu tego procesu.
Zastosowane w nich réwnania rozniczkowe pozwalajg opisywaé¢ wchianianie, dystrybucje
i eliminacje lekow oraz przewidywac zmiany ich stezenia w czasie. W szczegolnosci dowiadujemy
sie, w jaki sposdb wyznaczane jest okno terapeutyczne, czyli zakres stezeh zapewniajgcych
skutecznosc leczenia przy jednoczesnym ograniczeniu ryzyka dziatan niepozgdanych.

Artykut stanowi interesujgcy przyktad zastosowania matematyki w naukach medycznych
i pokazuje, ze odpowiednio skonstruowane modele mogg wspieraC rozwdj medycyny
spersonalizowanej, uwzgledniajgcej indywidualne cechy pacjenta.

Jak matematyka pomaga przesytaé informacje z odlegtych zakatkéw kosmosu

Algebraiczna teoria kodowania stanowi podstawe niezawodnej komunikacji cyfrowej,
szczegolnie w warunkach silnych zaktocen, takich jak przestrzen kosmiczna. Kody korekcyjne,
wykorzystujgce odpowiednig strukture algebraiczng i nadmiarowo$¢, pozwalajg odzyska¢ dane
uszkodzone podczas transmisji. Jan Kocierz w swoim artykule przybliza to zagadnienie na
przyktadzie sondy Voyager 1, ktora przesytata na Ziemie pierwsze precyzyjne zdjecia Jowisza.

Autor pokazuje, jak narzedzia matematyczne — w szczegdlnosci struktury algebraiczne nad
ciatem Z, oraz liniowe kody binarne — umozliwity skuteczng ochrone przesytanych danych. Historia
Voyagera 1 pokazuje, ze pozornie abstrakcyjne pojecia matematyczne mogg stac sie kluczowym
elementem zaawansowanych technologii, umozliwiajgc przesytanie informacji na ogromne
odlegtosci.

Gdy swiatto rodzi sie z geometrii

W sSwiecie nanotechnologii nawet najmniejsze zmiany rozmiaru materialu mogg prowadzi¢ do

istotnych zmian jego wiasciwosci. Temat ten podejmuje Alan Marciniak w artykule poswigconym
grafenowym kropkom kwantowym i ich zdolnosci do emitowania $wiatta. Autor pokazuje, ze kolor
emitowanego promieniowania zalezy od geometrii nanostruktury oraz praw mechaniki kwantowe;j
opisujgcych zachowanie czgstek w bardzo matych skalach.
Przedstawione modele matematyczne pozwalajg wyjasni¢ zaleznosé miedzy rozmiarem kropki
kwantowej a energig emitowanych fotonéw. Szczegdlnie interesujgce jest zestawienie przewidywan
teoretycznych z wynikami eksperymentéw dla grafenowych kropek kwantowych otrzymywanych
metodami zielonej syntezy.

Artykut pokazuje, ze matematyka stanowi kluczowe narzedzie projektowania nowoczesnych
materiatdw, a zrozumienie zjawisk zachodzgcych na poziomie nanometréw otwiera droge do
zastosowan w biosensorach, diagnostyce medycznej i technologiach pozyskiwania energii. Jest to
interesujgcy  przyktad potgczenia teorii, eksperymentu i nowoczesnych zastosowan
technologicznych.

Gdy budynki rodza sie z algorytmow

W monografii nie zabrakto réwniez zagadnien zwigzanych z inzynierig i projektowaniem.
Rozdziat autorstwa Szymona Wozniaka i tukasza Zychowicza przybliza role matematyki
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w projektowaniu parametrycznym, ktore stato sie jednym z najwazniejszych kierunkow rozwoju
wspotczesnej architektury i budownictwa. Autorzy pokazujg, ze spektakularne realizacje
architektoniczne nie sg wytgcznie efektem tworczej wizji projektanta, lecz rezultatem zastosowania
geometrii, algorytmoéw oraz metod cyfrowego modelowania.

Przywofane przyktady znanych budowli pokazujg, ze geometria wptywa nie tylko na wyglad
obiektu, ale réwniez na jego wytrzymatos¢, aerodynamike, efektywnos¢ materiatowg czy mozliwosci
wykonawcze. Szczegolnie interesujgca jest przedstawiona w artykule zmiana perspektywy
projektowej: wspotczesny projektant coraz czesciej nie tworzy pojedynczego ksztattu, lecz definiuje
zbior zaleznosci i parametréw, ktére pozwalajg generowaé, analizowaé oraz optymalizowa¢ rézne
warianty rozwigzania.

Gdzie konczy sie intuicja, zaczynajqg sie obliczenia

Cho¢ tematyka poszczegodlnych rozdziatéw jest bardzo réznorodna, wszystkie prezentowane
opracowania tgczy przekonanie, ze matematyka nie jest jedynie abstrakcyjnym zbiorem pojeé
i wzorow. Stanowi uniwersalne narzedzie pozwalajgce opisywaé rzeczywisto$¢, wspomagaé
procesy decyzyjne oraz lepiej rozumie¢ ztozone zjawiska wystepujgce w otaczajgcym Swiecie.
Matematyczne modele pomagajg analizowac¢ rynki finansowe, rozpoznawa¢ wzorce ukryte
w danych, monitorowac przebieg terapii i projektowaé coraz bardziej zaawansowane konstrukcje.

Przepis na algorytm odwagi

Niniejsza monografia pokazuje matematyke jako nauke aktywnie uczestniczaca
w rozwigzywaniu problemow wspoétczesnosci. Zebrane w niej artykuty dowodzg, ze odwaga nie
polega na ignorowaniu ryzyka, lecz na jego rozumieniu. W tym sensie matematyka staje sie
swoistym algorytmem odwagi: pozwala przekracza¢ granice poznania, formutowac trafniejsze
wnioski oraz poszukiwaé rozwigzan tam, gdzie sama intuicja okazuje sie niewystarczajgca. To
wiasnie dzieki krolowej nauk mozliwe jest podejmowanie swiadomych decyzji w Swiecie petnym
niepewnosci i wyzwan.
Podobnie jak monografie MathUp z lat 2024 [1] i 2025 [2], réwnieZ niniejszy tom pokazuje, ze
matematyka nie tylko opisuje rzeczywisto$c¢, ale takze pozwala odkrywac jej nowe wymiary, tgczac
teoretyczne podstawy z wyzwaniami wspotczesnego swiata.

Literatura

[11 Gwodzdz-tukawska G. (red.), Potyrata M. (red.), MathUp Jak matematyka pomaga w lepszym
zrozumieniu rzeczywistosci — MathUp2024
[dostep https://mathup.p.lodz.pl/shared/documents/Monografia_MathUp 2024.pdf]

[2] Gwozdz-tukawska G. (red.), Galewska E., Kotlicka-Dwurznik E., Potyrata M., Matematyka — od
zastosowan oczywistych do zdumiewajgcych, MathUp 2025, Politechnika £.6dzka, £6dz,
[dostep: https://mathup.p.lodz.pl/shared/documents/Monografia MathUp 2025.pdf]
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OD RZUTU MONETA DO WALL STREET - ZASTOSOWANIE
MODELU COXA-ROSSA-RUBINSTEINA W WYCENIE
INSTRUMENTOW POCHODNYCH.

Julia GLICNER, Amelia GLOWALA

Politechnika t6dzka, t6dz

Wstep

Wspotczesne rynki finansowe charakteryzujg sie wysokim stopniem ziozonosci oraz
permanentng ekspozycjg na ryzyko rynkowe. Cho¢ uwaga wiekszosci inwestorow indywidualnych
koncentruje sie wokét klasycznych instrumentéw udziatowych (akcji) bgdZz powszechnie
oferowanych przez brokeroéw instrumentow pochodnych o charakterze spekulacyjnym, takich jak
kontrakty na réznice kursowe (CFD), relatywnie niewielka czesé uczestnikdw rynku swobodnie
postuguje sie opcjami. Wynika to z faktu, iz instrumenty te sg zaawansowane matematycznie
i wymagaja specyficznego podejscia analitycznego.

Celem niniejszej pracy jest formalne udowodnienie, ze inwestowanie i zarzgdzanie portfelem
opcyjnym nie opiera sie na intuicji czy spekulaciji, lecz stanowi dyscypline opartg na scistym aparacie
matematycznym. W pracy przedstawiamy mechanizm obiektywnej wyceny i neutralizacji ryzyka przy
uzyciu wielookresowego modelu dwumianowego Coxa-Rossa-Rubinsteina (CRR), stanowigcego
dyskretny odpowiednik ciggtych modeli inzynierii finansowe;.

Oznaczenia

W celu zapewnienia przejrzystosci wywodu matematycznego, ponizej podajemy kluczowe
oznaczenia stosowane w strukturze wielookresowego modelu dwumianowego oparte o zrédto [1]:

Sy — biezgca (poczatkowa) cena instrumentu bazowego w chwili t = 0, przy zatozeniu, ze S, > 0,
S; — cena instrumentu bazowego w dyskretnym momencie czasu t (gdzie t = 0,1, ..., N), bedaca
elementem procesu stochastycznego,

K — cena wykonania opcji, okreslajgca staty poziom transakcji gwarantowanej przez kontrakt, przy
zatozeniu, ze K > 0,

T — catkowity horyzont czasowy, oznaczajgcy moment wygasniecia kontraktu (t = N), gdzie T > 0,
N — catkowita liczba okresow w modelu dyskretnym, gdzie N € N,

Co, — biezgca warto$¢ (cena sprawiedliwa) europejskiej opcji kupna w chwili poczgtkowej t = 0,
przyczym Cy, = 0,

P, — biezaca warto$¢ (cena sprawiedliwa) europejskiej opcji sprzedazy w chwili poczatkowej

t =0, przy czym P, = 0,

C{ — wartos¢ opcji w wezle sieci odpowiadajgcym multiplikatywnemu wzrostowi ceny aktywa
w kroku t,

C# — wartos¢ opcji w wezle sieci odpowiadajgcym multiplikatywnemu spadkowi ceny aktywa
w kroku t,
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u — wspotczynnik stochastycznego wzrostu ceny instrumentu bazowego dla stanu up, spetniajgcy
kryteriumu > 1,

d — wspotczynnik stochastycznego spadku ceny instrumentu bazowego dla stanu down, spetniajgcy
kryterium 0 <d < 1,

r — stopa wolna od ryzyka dla pojedynczego okresu rozliczeniowego, reprezentujgca staty koszt
pienigdza w czasie, gdzie r > 0,

p — prawdopodobienstwo neutralne wobec ryzyka (prawdopodobienstwo arbitrazowe), definiowane

syntetycznie wzorem p = 1;:'1, przy zatozeniu, ze 0 < p < 1,
1 — p — dopetniajgce prawdopodobienstwo przejscia procesu cenowego do stanu spadkowego
(down)[1],gdzie0<1—- p <1,

A — wspétczynnik zabezpieczenia, okreslajacy dynamiczng liczbe jednostek aktywa bazowego
niezbedng do replikacji profilu opciji,

B — pozycja gotowkowa (wartos¢ kredytu lub lokaty bankowej) wchodzaca w skiad portfela
replikujgcego,

(’,\(’) —symbol Newtona, reprezentujgcy wspoétczynnik kombinatoryczny liczby alternatywnych sciezek
rynkowych w strukturze drzewa.

Fundamenty ,,Rynku Doskonatego”

Matematyczna wycena instrumentow pochodnych wymaga przyjecia wyidealizowanych
zatozenh.
W ten sposéb zostat skonstruowany abstrakcyjny model tzw. rynku doskonatego. Koncepcja ta,
ugruntowana w [2] bazuje na nastepujacych postulatach mikroekonomicznych i operacyjnych:

e Brak tar¢ rynkowych: Koszty transakcyjne, prowizje maklerskie, spready cenowe oraz
wszelkie obcigzenia fiskalne (w tym podatki od zyskéw kapitatowych) sg réwne zero.

e Doskonata ptynnosé oraz bezwarunkowa swoboda alokacji kapitatu: Zaktada sie
nieskonczong podzielnos¢ instrumentéw finansowych, umozliwiajgcg operowanie na
utamkowych wolumenach aktywéw pierwotnych, a takze petng dostepnos¢ do nielimitowanej
i wolnej od restrykcji depozytowych krétkiej sprzedazy.

e Symetria stép procentowych: Nominalna stopa wolna od ryzyka (r) dla lokowania
nadwyzek kapitatowych (rynkowe lokaty) oraz pozyskiwania finansowania dtuznego (kredyty)
jest stata, przyjeta odgdrnie i identyczna dla wszystkich uczestnikdw handlu.

Abstrakcyjny charakter tych zatozen jest matematycznie niezbedny do zapewnienia cechy
zupetnosci rynku. W rynku zupetnym kazdy instrument pochodny moze by¢ idealnie zreplikowany
za pomocg kombinacji instrumentéw pierwotnych. Istnienie tak zdefiniowanego portfela
replikujgcego implikuje bezposrednio spetnienie warunku braku arbitrazu, co definitywnie wyklucza
mozliwo$¢ generowania dodatnich przeptywow pienieznych przy zerowym naktadzie kapitatu
poczatkowego i catkowitym braku ekspozycji na ryzyko strat rynkowych.

Klasyfikacja opcji i parytet kupna-sprzedazy

Opcja jest pochodnym instrumentem finansowym (derywatem), ktérego profil wyptaty jest
asymetryczny — reprezentuje prawo, a nie obowigzek kupujgcego do realizacji transakcji w scisle
okreslonym terminie wygasniecia T po z gory ustalonej cenie wykonania K. Za to jednostronne
zobowigzanie kupujacy ptaci wystawcy (sprzedawcy) bezzwrotng kwote, zwang premig opcyjnag.
Rozrézniamy dwa podstawowe rodzaje opcji rynkowych:
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o Opcja kupna (Call): Daje nabywcy prawo zakupu instrumentu bazowego. Stanowi pozycje
o charakterze pro-wzrostowym, analogiczng rynkowo do wptaty zadatku zabezpieczajgcego
statg cene dobra.

o Opcja sprzedazy (Put): Daje nabywcy prawo sprzedazy instrumentu bazowego. Dziata na
wzor polisy ubezpieczeniowej, gwarantujgc statg cene zbytu w przypadku zatamania rynku.

W warunkach wolnych od arbitrazu ceny opcji Call (C,) oraz Put (P,) o identycznych
parametrach (K, T) sg ze sobg sztywno powigzane matematyczna relacjg znang jako parytet kupna-
sprzedazy

Py =Co—So+ .
0T TR @+ (1)

8 8
~ -4
wm |90}
= )
N N
~ ~
< <
s =
je i)
v 0 © 0 N

) -2
l
90 100 110 90 100 110

Rys. 1. Profile wyptat opcji typu europejskiego kolejno Call i Put (wykresy asymetrycznych profili
zyskéw/strat w zaleznosci od ceny S w momencie wygasniecia). Zrodto: [1]

Portfel replikujgcy i prawo jednej ceny

Podstawg nowoczesnej teorii wyceny derywatéw jest konstrukcja tzw. portfela replikujgcego.
Zamiast prognozowaé przyszite trendy cenowe, budujemy syntetyczny ekwiwalent opcji ztozony
z okreslonej liczby akcji instrumentu bazowego (A) oraz pozycji gotéwkowej (B), reprezentujgcej
zaciggniety kredyt badz ulokowang lokate.

Konstrukcja ta opiera sie na prawie jednej ceny: jesli w momencie wygasniecia T portfel
replikujgcy generuje identyczne przeptywy pieniezne (wyptaty) jak wyceniana opcja, niezaleznie od
tego, czy rynek odnotowat wzrost, czy spadek, to w chwili poczatkowej wartos¢ premii opcyjnej musi
by¢ bezwzglednie réwna wartosci poczatkowej tego portfela. Dla pojedynczego okresu relacje te
opisuje uktad réwnan bilansowych:

{A-uSO+B(1+r)=C{‘
A-dSy+B(1+71)=cd’ (2)

Model dwumianowy Coxa-Rossa-Rubinsteina (CRR)

M
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Model CRR zaktada dyskretng ewolucje ceny instrumentu bazowego w czasie. W kazdym
pojedynczym kroku cena poczatkowa S, moze zmienic sie wytgcznie na dwa sposoby: wzrosngé¢ do
poziomu uS, lub spas¢ do poziomu dS,. Aby wykluczy¢ strukture arbitrazowg, parametry te muszg
spetnia¢ fundamentalng zasade braku arbitrazu na rynku.

Zatozenie CRR:
d<l+r<u

Rozwigzujgc uktad réwnan (2) z niewiadomymi A oraz B, otrzymujemy precyzyjne miary
struktury portfela zabezpieczajgcego:

cy —cf

A= w-ds, ©

1 uCf—dck

= 4
1+r u—d 4)

Wspébtczynnik A okresla dynamiczng liczbe akcji, jakg wystawca opcji musi posiadaé
w danym wezle sieci, aby w petni zneutralizowac ryzyko portfela. Podstawiajgc (3) i (4) do wzoru na
biezacg wartoé¢ portfela C, = ASy + B, dochodzimy do kluczowego pojecia prawdopodobienstwa
arbitrazowego p, neutralnego wobec ryzyka:

1
Co = 117 [pC¥ + (1 —p)CE, (5)

gdzie parametr p zdefiniowany jest wzorem:

_1+r—d 5
Nalezy podkresli¢, ze p nie odzwierciedla subiektywnego, probabilistycznego przekonania
inwestorow o kierunku ruchu rynku, lecz jest parametrem scisle syntetycznym. Uogélniajgc model
na przypadek wielookresowy (N okresdw), oczekiwana wartos¢ koncowych wyptat opcji podlega
rozktadowi dwumianowemu Bernoulliego, a ich obecna wartos¢ po zdyskontowaniu przyjmuje
postac jawng zarowno dla opcji kupna (7) jak i sprzedazy (8):

N
1 N
‘o= mz ()P = )"~ max{o,ukaV ks, - k3, (7)
2 :; S (N) k(1 —p)N "% max{0,K — ukdV=ks,} (8)
0 (1+r)NkZ=0 k)P p ’ 0J:

Rysunek 2 wizualizuje dyskretng strukture stochastyczng opisywang przez powyzsze réwnania.
Schemat ilustruje ewolucje ceny instrumentu bazowego w uogdlnionym modelu wielookresowym,
stanowigc graficzng podstawe do agregacji korncowych wyptat i wyznaczenia sprawiedliwej premii
opcyjnej.
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S(] (1 + ’U;) 3

X

SY[)(I + 11)2

1-p

S(I 1+ 'u,) S(](l =+ ’?.L)Q(]. + (,ﬂ

/
.

1—p
So(1+ u)(1 + d)?

(
/
So So(14+u)(1+d)
X
(

So(1+d)

—
| =
]
€
—
\ i~ ]
i~/

Sa(l +4d)

S[)(]_ + d)?’

Rys. 2. Schemat uogdlnionego wielookresowego drzewa dwumianowego. Zrédto: opracowanie wiasne

Analiza praktyczna: model 3-okresowy

W celu weryfikacji operacyjnej modelu, rozwazmy wycene europejskiej opcji kupna przy
nastepujagcych danych wejsciowych:

poczatkowa cena akcji: S, = 100 PLN,

cena wykonania kontraktu: K = 105 PLN,

czynniki ewolucji rynkowej: u = 1.1; d = 0.9,

stopa wolna od ryzyka: r = 2% na okres rozliczeniowy,
horyzont czasowy: N = 3 okresy.

Zgodnie ze wzorem (6), prawdopodobienstwo neutralne wobec ryzyka wynosi:

1.02-09 012

1.1-09 0.20 0.6.

p:

Proces wyceny realizowany jest algorytmem indukcji wstecznej (od momentu wygasniecia t =
3 do momentu poczgtkowego t = 0). Stosujgc dyskontowanie wsteczne dla poszczegdlnych weztow
posrednich, obliczamy wartosci oczekiwane premii:

o dlat=2w stanie uu: Cy, =—[0.6-28.10 + 0.4 - 3.90] = 18.06 PLN,

o dat=1w stanie u: C, = 1—22 [0.6 - 18.06 + 0.4 - 2.29] = 11.52 PLN.

Ostatecznie, w punkcie startowym (t = 0), sprawiedliwa matematycznie cena opcji wynosi:
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1
Co = 102 [0.6-11.52+ 0.4 - 1.35] = 7.31 PLN.

Scenariusz =3 Wyptata
Wezel t=0 t=1 t=2 . konicowa

rynkowy (53) (€3)

uuu (wzrost S =100 S=110 §S=121

- wzrost - Suuu 133.10 28.10

wzrost) c =731 C =11.52 C =18.06

uud (wzrost S =100 S =110 §S=121

- wzrost - Suud 108.90 3.90

spadek) c =731 C =11.52 C =18.06

udd (wzrost S =100 S =110 §$=99

- spadek - Sudd 89.10 0.00

spadek) c =731 C =11.52 C =229

ddd (spadek S =100 S$=90 S =81

- spadek - Sadd 72.90 0.00

spadek) c =731 C =135 C =0.00

Tab. 1. Ewolucja cen instrumentu bazowego (S) i warto$ci opcji (C) w czasie. Zrédto: opracowanie wiasne

W momencie poczgtkowym (t = 0) inwestor ponosi staty koszt w postaci premii opcyjnej,
wynoszgcej 7.31 PLN. W scenariuszu wzrostowym (uuu), gdy cena instrumentu bazowego osiggnie
poziom 133.10 PLN, kupujacy realizuje zysk netto w wysokosci 20.79 PLN. Wynika to bezposrednio
z réznicy miedzy wyptatg kohncowg (28.10 PLN) a poczatkowym kosztem opcji (7.31 PLN). Z kolei
w przypadku znacznych spadkoéw cen rynkowych wyraznie uwidacznia sie asymetria ryzyka tego
instrumentu. Maksymalna strata inwestora jest z gory ograniczona wytgcznie do zaptaconej na
starcie premii (7.31 PLN), co oznacza, ze dalsze zatamanie rynku nie pogarsza juz jego sytuacji
kapitatowe;.

Ponizszy schemat ilustruje symulacje mozliwych sciezek cenowych instrumentu bazowego oraz

przypisane im korncowe wartosci wyptat dla kolejnych dyskretnych momentéw w czasie (t = 0,
t=1,t=2,t=3).
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t=0 t=1 t=2 t=3
Drzewko wyceny akgji (S)

Spuw — 131.10

Sy = 121

Syud = 108. 90

= §¢.1.1=
Sl =80. 10| =5p+1:1-1L.1
SHt'—72.90
Drzewko wyceny opcji (C) ,_ 0.6-28.1040.4-3.90

1.02

3t =28.10

Cy = 18.06

C; max{S — K, 0}

Cyid =0

Cgid — 0

Rys. 3. Trzyokresowe drzewo dwumianowe wyceny akcji oraz opcji Call. Zrédto: opracowanie wiasne

Podsumowanie i wnioski koncowe

Analiza tréjetapowego drzewa dwumianowego oraz struktury rynku doskonatego pozwala na
sformutowanie kilku kluczowych wnioskdéw dotyczacych natury instrumentéw pochodnych. Przede
wszystkim wykazaliSmy, ze wartoS¢ opcji nie jest determinowana przez subiektywne prognozy
inwestorow co do przysztych trendow gietdowych, lecz opiera sie na obiektywnym
prawdopodobienstwie arbitrazowym, zaleznym wylgcznie od zmiennosci rynkowej i stopy wolnej od
ryzyka. Model udowadnia réwniez, ze za pomocg odpowiednio skonstruowanego portfela
replikujgcego i dynamicznego wspétczynnika zabezpieczenia, wystawca opcji jest w stanie w petni
zneutralizowac¢ ryzyko rynkowe, niezaleznie od tego, czy rynek ostatecznie rosnie, czy spada.

Przeprowadzone w artykule obliczenia bezsprzecznie potwierdzajg skuteczno$¢ modelu Coxa-
Rossa-Rubinsteina w doktadnym mierzeniu i ograniczaniu ryzyka finansowego. Zastgpienie
spekulacji scistymi regutami matematycznymi sprawia, ze inwestorzy zyskujg precyzyjne narzedzia
do sSwiadomego =zarzadzania kapitatem. Wspodtczesne instytucje i fundusze inwestycyjne
powszechnie wykorzystujg ten mechanizm, co pozwala im zachowac stabilno$¢ nawet w warunkach
drastycznej niepewnosci na gietdzie.

Tytutowa droga ,,0d rzutu monetg do Wall Street” doskonale obrazuje ewolucje podejscia do
rynkow kapitatowych. Opcje, cho¢ czesto przez niewiedze utozsamiane z niebezpieczng spekulacja,
w rzeczywisto$ci dajg uczestnikom rynku potezng dzwignie finansowg przy jednoczesnej zelaznej
ochronie wptaconego kapitatu. Zrozumienie ich matematycznej natury udowadnia, ze wspotczesne
inwestowanie to nie kwestia pecha czy szczescia, lecz precyzyjna nauka. W dobie powszechnego
dostepu do technologii algorytmicznych, mechanizmy wyceny zarezerwowane niegdy$ wytgcznie
dla elitarnych analitykéw z Wall Street stajg sie dzi$ intuicyjne i dostepne dla kazdego $wiadomego
uczestnika rynku.
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PROCESY DECYZYJNE MARKOWA | ICH ZASTOSOWANIE
W GRZE BLACKJACK

Kacper BAZYL, Bartosz GOROWSKI

Politechnika Krakowska im. Tadeusza Kosciuszki, Krakow

Wstep

Blackjack jest jedng z najpopularniejszych karcianych gier losowych na swiecie, w ktérej decyzje
graczy majq istotny wptyw na wynik rozgrywki. Losowy charakter blackjacka znacznie utrudnia
wyznaczenie strategii optymalnej. Mozemy jednak zauwazyé, ze w kazdej chwili nasza decyzja
zalezy wylgcznie od aktualnego stanu gry, co sprawia, ze naturalnym modelem opisujgcym problem
jest proces decyzyjny Markowa.

Celem pracy jest opracowanie modelu blackjacka oraz wyznaczenie strategii maksymalizujgcej
oczekiwang wartos¢ wygranej gracza. By to osiggng¢, zdefiniujemy najpierw przestrzenie stanéw
i akcji, a takze funkcje przejscia i nagrody. Nastepnie zastosujemy algorytm iteracji wartosci do
wyznaczenia optymalnej strategii. W kolejnych rozdziatach pracy przedstawimy przyjete w modelu
zasady gry w blackjacka, niezbedne matematyczne definicje, opis konstrukcji modelu i analize
wynikow, z uwzglednieniem mozliwosci przysztego rozwoju.

Przedstawienie problemu

Blackjack jest karciang grg losowg, w ktérej kazdy z graczy gra przeciwko krupierowi. Celem
gry jest uzyskanie sumy punktéw wyzszej niz suma punktow krupiera, nie przekraczajgc
jednoczesnie 21 punktéw. Gra rozpoczyna sie od rozdania dwoch kart kazdemu z graczy oraz
krupierowi, przy czym tylko jedna z kart krupiera jest odstonieta. Uczestnicy powiekszajg swoj wynik
poprzez dobieranie kart z wierzchu talii. Karty 2-10 majg wartos¢ rowng swojemu numerowi; Krol,
dama oraz walet warte sg 10. As interpretowany moze by¢ zaréwno jako 1, jak i 11. Na poczatku
kazdej rundy gracz moze podjgc¢ decyzje dobrania kolejnej karty, co w konsekwencji podniesie jego
wynik lub doprowadzi do natychmiastowej przegranej wskutek przekroczenia wartosci 21. Gdy
kazdy z graczy zakonczy proces dobierania, krupier odkrywa swoje karty oraz zaczyna dobierac
nowe do momentu uzyskania wartosci co najmniej 17. Suma wartosci kart krupiera rowniez nie moze
przekroczy¢ 21; skutkowatoby to wygrang wszystkich graczy. Gdy zakonczy, punkty kazdego gracza
z osobna zostajg porownane z wynikiem krupiera i gracze o wigkszej liczbie punktow niz krupier
wygrywaja.

Mozna zauwazy¢ losowosC rozwazanej gry oraz podziat na dyskretne tury, w ktoérych
podejmowane sg decyzje. Przy pewnych zatozeniach struktura gry posiada wlasno$¢ Markowa, co
pozwala nam na opisanie jej za pomocg procesu decyzyjnego Markowa. Najpierw jednak
przypomnijmy najwazniejsze matematyczne definicje potrzebne do skonstruowania modelu.

Wprowadzenie teoretyczne

tancuch Markowa
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Ciag zmiennych losowych (X;,)=, 0 wartosciach w przeliczanym zbiorze S (przestrzeni stanéw),
okreslony na przestrzeni probabilistycznej (Q, X, P), nazywamy fancuchem Markowa wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego n € N i kazdego ciagu sy, 54, ..., S, € S mamy

P(Xn =Sy | Xpo1 = Sp—1, -, X1 = 51, X0 = 50) = P(Xn =Sp | Xp-1=5Sp-1 ),

przy zatozeniu, ze P(X,_1 = Sp_1,--,X1 =51,X0=5y)>0. Powyzszg witasnos¢ nazywamy
wlasnoscig Markowa [1].

Intuicyjnie oznacza ona, ze stan procesu w momencie n jest zalezny tylko od stanu
w momencie n — 1. Innymi stowy, cigg spetniajgcy wtasnos¢ Markowa nie zalezy od catej swojej
przesztosci, a tylko od poprzedniego momentu.

Proces decyzyjny Markowa

Niech (Q, X, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng. Proces decyzyjny Markowa definiujemy
jako pigtke

(X, A, A(x), t,1),

gdzie X to przestrzen mozliwych stanéw okreslonych na przestrzeni (Q, Z, P), A jest przestrzenig
mozliwych decyzji, A(x) to zbiér decyzji podejmowalnych w stanie x € X, ponadto

t: X XX XA3 (x,x',a) » P(x"|x,a) € [0,1],
m XXX XxA3 (x,x',a) > r(x,x',a) € R

sg odpowiednio funkcjg przejscia ze stanu x do stanu x’ za pomocg akcji a oraz funkcjg nagrody za
powyzsze przejscie.

W stanie x € X, dostepnymi akcjami sg elementy zbioru A(x). Po wybraniu akcji a € A(x),
przejscie do kolejnego stanu zadane jest rozktadem prawdopodobienstwa P( - | x,a) [2]. Nagrody
sg sposobem oceny uzytecznosci akcji w danym stanie. Przejscia dla kolejnych stanéw gry po
przyjeciu strategii mozemy interpretowa¢ jako tancuchy Markowa, w ktérych przechodzimy
pomiedzy stanami z okreslonym prawdopodobienstwem, przy zatozeniu, ze stan w chwilit € N jest
zalezny tylko od stanu w chwili T — 1. Oznacza to, ze nasz model spetnia wtasnosé Markowa. Celem
rozwazania procesu decyzyjnego Markowa moze by¢ wyznaczenie optymalnej strategii m, gdzie
n(x) jest optymalng decyzjg, ktérg nalezy podjgé w stanie x, aby zmaksymalizowa¢ wartosé
oczekiwang sumy zdyskontowanych nagréd. Zagadnienie to nazywacC bedziemy problemem
decyzyjnym Markowa.

Konstrukcja modelu

Gre w blackjacka dla skonczonej talii kart modelowa¢ mozemy za pomocg rozktadu
hipergeometrycznego. Jezeli w talii znajduje sie N kart, w tym M wyrdznionych, to
prawdopodobienstwo wylosowania doktadnie m takich kart w n prébach wynosi

men—-m
CM CN—M

P(m) ==

W rzeczywistosci zwykle uzywa sie od szesciu do osmiu talii kart. Wiemy jednak, ze jesli
lim 2 = p € (0,1), to rozktad hipergeometryczny jest zbiezny do rozktadu dwumianowego:

N-ooo N -
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Jim P(m) = CRp™(1 = p)" ™,

Oznacza to, ze dla duzych populacji losowanie bez zwracania mozna z dobrym przyblizeniem
zastgpi¢ losowaniem ze zwracaniem.

Niech N oznacza tgczng liczbe kart uzywanych w danej rozgrywce. Wéwczas M = % okresla
liczbg kart o numerze wartosci 1-9 w talii. Zwiekszajac liczbe talii kart, ktérymi gramy, otrzymujemy

lim = lim N = i = € (0,1)
Noo N Now13N  Noe13 13 o

Dla kart o wartosci dziesie¢ otrzymujemy wynik %. Zatozenia powyzszego twierdzenia sg zatem

asymptotycznie spetnione. Stgd w naszym modelu przyjmujemy zatozenie nieskonczonej liczby kart
w tali. Liczba kart w typowej grze w kasynie jest na tyle duza, ze biad, ktéry uzyskujemy
Zz przyblizenia, jest niewielki. Przyktadowo, bftgd wzgledny dla jednego przejscia miedzy
przyblizeniem a prawdziwym prawdopodobienstwem wyciggniecia karty o wartosci 10 w drugiej
turze, zaktadajgc, ze zostata taka juz uprzednio wyciggnieta, wynosi

16 8-16—1 52-8—1
52 52-8—1| Ceteg © 05%.
Oczywiscie, btad ten rosnie proporcjonalnie do dtugosci gry.

Przejdzmy teraz do opisu modelu. Niech stanami nieterminalnymi bedg tréjki (x;, x,, x3) takie,
ze:

* x; € {12,13,...,21} reprezentuje wartos¢ kart w dtoni gracza,

* x, € {1,2,...,10} reprezentuje warto$c¢ karty odstonietej przez krupiera,

* x3 € {0,1} okresla, czy w rece gracza znajduje sie as o wartosci 11.

Ograniczenie wartosci x; do przedziatu od 12 do 21 wynika z faktu, ze dobieranie przy sumie
punktéw mniejszej niz 12 zawsze jest korzystne, poniewaz przekroczenie wartosci 21 jest wowczas
niemozliwe. Kluczowym w obraniu strategii jest okreslenie obecnosci asa w rece gracza, gdyz ten
moze zredukowac wynik o 10 punktéw z uwagi na dwojakg nature interpretacji wartosci asa. tgcznie
mamy zatem 10 - 10 - 2 = 200 stanéw nieterminalnych. Dodatkowo definiujemy zbiér stanéw
absorbujgcych B = {fura, wygrana, przegrana, remis}. Zbiér akcji dla kazdego stanu
nieterminalnego x ma posta¢ A(x) = {dobranie, pas}. W prawdziwej grze dostepne sg réwniez
takie akcje jak split oraz double down, jednak w celu uproszczenia modelu zostajg one pominiete.
Pomijany jest réwniez aspekt obstawiania zetondw.

W przeciwienstwie do gracza, krupier nie moze podejmowac decyzji dotyczacych dalszej gry.
Zgodnie z zasadami blackjacka dobiera on kolejne karty do momentu osiggniecia co najmniej 17
punktow. Dzieki temu mozliwe jest wyliczenie za pomocg tancuchow Markowa rozktadu
prawdopodobienstwa jego wyniku koncowego, zaleznego tylko od jego poczatkowo odkrytej karty.
Rozwazmy wektor, w ktérym kazda wspotrzedna odpowiada prawdopodobienstwu osiggniecia przez
krupiera kolejnego z mozliwych wynikéw. Niech ponadto A bedzie macierzg przejscia pomiedzy
kolejnymi stanami. Pamietajgc, ze maksymalng warto$cig osiggalng przez krupiera jest 26, rozkfad
prawdopodobienstwa dla wyniku po n-tym dobraniu obliczamy jako

[Pn(l); pn(z)' ,pn(25), pn(26)]A = [pn+1(1)' pn+1(2)' ""pn+1(25)' pn+1(26)]'

gdzie p,,(m) oznacza prawdopodobienstwo otrzymania wyniku m w n-tej turze. Zgodnie z zasadami
gry, po osiggnieciu wyniku co najmniej 17 punktéw krupier konczy dobieranie kart. Dzieki temu, po
dostatecznie wielu krokach, rozktad procesu odpowiada rozktadowi kornicowego wyniku krupiera.
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Oznaczmy teraz wynik gracza i krupiera jako odpowiednio g oraz k. Niech ponadto K; oznacza
zdarzenie odpowiadajgce krupierowi otrzymujgcemu i punktéw. Korzystajgc z roztgcznoéci zdarzen,
dla ustalonego g < 22 otrzymujemy

g-1 26
P(graczwygra) = P(g > kv k > 21) =P UKi U UKi =
i=17 i=22
g-1 26
= D Pt + ) P
i=17 =22

Podobnie obliczamy prawdopodobienstwa remisu oraz przegranej. W przypadku wybrania przez
gracza akcji pas, model przechodzi do jednego ze stanéw terminalnych: wygrana, przegrana lub
remis, z prawdopodobiefistwami wyznaczonymi na podstawie rozktadu koncowego wyniku krupiera.
Funkcja nagrody przyjmuje odpowiednio wartosci 1, —1 oraz 0 dla tych stanéw terminalnych.
Oczekiwana wartos¢ nagrody jest nastepnie obliczana zgodnie z rownaniem Bellmana [3]. Dla
dobrania liczone sg prawdopodobienstwa przejs¢ do kolejnych stanéw. Z uwagi na zatozenie
nieskonczonosci talii, prawdopodobienstwa dobrania poszczegdlnych kart z talii sg state i wynosza:

4
P(wyciggniecie karty o wartosci 10) = 3’

P(wyciagniecie karty o wartoscii) = i €{12,...,9}

ﬁ )

Algorytm iteracji wartosci

Algorytm iteracji wartosci rozwigzuje problem decyzyjny Markowa, uzywajgc programowania
dynamicznego. lteracyjnie rozwigzuje on tzw. rownania Bellmana dla stanu x , definiowane jako

ZP (x| x,a)U(x’)}.

!

Ulx) = ar(?Aa();) {r(x,x ,a)+y

P

Warto$¢ U(x) rozumie¢ mozemy jako ,uzyteczno$¢” stanu x w realizacji naszego celu.
Wyznacza ona wazong prawdopodobienstwem przydatnosé przysztych decyzji. Parametr vy,
nazywany wspotczynnikiem dyskontowania, okresla preferencje naszego modelu wzgledem
diugotrwatych nagrod. Dla matych y, drugi sktadnik sumy maleje w wartosci bezwzglednej, co
skutkuje faworyzacjg nagréd krotkoterminowych. Przyjmujemy y = 0,999, aby ograniczyé wptyw
dyskontowania i przyblizy¢ problem bez dyskontowania. Pseudokod algorytmu przedstawiony zostat
ponizej [3]:

wejscie Proces decyzyjny Markowa ze stanami X, akcjami A(x), modelem przejs¢ P(x' | x,a),
nagrodami r(x, x’, a); wspotczynnik dyskontowania y, tolerancja btedu e, wielko$¢ btedu w danej
iteracji 6

wyjscie Funkcja uzytecznosci U

1: Potéz U(x) « 0 oraz U'(x) « 0 dla kazdego x € X
2: powtarzaj

3: Ue<U'

4: 6<0

5: dla kazdego x € X wykonaj
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U'(x) « arenAe?;) {r(x,x ,a)+y X P(x" 1 x,a)U(x )}

6
7: § « max{6, |U'(x) —U)|}
8: zakoncz dla

9: dopdki s > e(1—-y)y

10: zwréé U

Algorytm rozpoczyna sie od dowolnej funkcji wartosci U(x), a nastepnie iteracyjnie aktualizuje
jej wartosci zgodnie z réwnaniami Bellmana, az do zejscia ponizej zatozonego poziomu btedu. Po
wykonaniu algorytmu iteracji wartosci, optymalng strategie dla stanu x otrzymujemy wybierajgc te
akcje, ktora maksymalizuje oczekiwang sume zdyskontowanych nagrod, czyli

m(x) = argarEnAa()é) {Z P(x"| x,a)U(x’)I.

Wyniki
Po zaimplementowaniu algorytmu otrzymalismy optymalng strategie przedstawiong ponize;j.
Bez Karta krupiera
8 1213 |4a|5|6|7|8|9[1]A
12| H| H|S|S|S|H|H|H|H]|H
13| S| S| S| S|S|H|H|H|H]|H
14| S |S|S|S|S|H|H|H|H/|H
g 15| S| S| S| S|S|H|H|H|H]|S
g 16| S | S| S| S| S|H|H|H|H]|S
:‘E 17| S| S| S| S| S|S|S|S|S|S
& 18| S| S| S| S|S|S|S|S|S|S
19| S| S|S|S|S|S|S|S|S|S
20|s|SsS|S|S|S|S|S|S|S|S
21|sS|S|S|S|S|S|S|S|S|S

Tab. 1. Optymalna strategia w stanach bez asa.
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Karta krupiera

Z asem
2|/ 3,4 /|5 |6 |7 |89 (10 A

2|H|H|H|H|H|H|H|H|H/|H

3| H|H|H|H|[H|H|H|H|H|H

4| H|  H|H|H|H|H|H|H|H]|H

S|H| H|H|H|H|H|H|H|H/|H

N

g 16| H|  H|{H| H|H|H|H|H|H/|H

3'2 177|H|H|H|H|H|H|H|H|H/|H

& 18| S|S|S|S|S|S|S|H|H/|S
9|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
201S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
21| S| S|S|S|S|S|S|S|S|S

Tab. 2. Optymalna strategia w stanach z asem.

Tabele 1 i 2 opisujg maksymalizujgcg oczekiwang wygrang decyzje w kazdym z 200
nieterminalnych stanéw modelu, gdzie H oznacza dobieranie, a S spasowanie. Sg one zgodne
z intuicjg — dla niskiej sumy punktow preferowang akcjg jest dobranie, natomiast dla wyzszych
wartosci dominujgcg strategig jest spasowanie. Uzyskana strategia zgadza sie na 197 z 200 stanéw
z ogolnodostepnymi tabelami ,strategii podstawowej” w grze blackjack. Jedyne rozbieznosci
wystepujg dla stanéw (15,1,0), (16,1,0) oraz (18,1,1) i wynikaja z uwzglednienia tylko akc;ji
dobierania i pasowania.

Podsumowanie

W pracy opracowaliSmy uproszczony model gry w blackjacka w oparciu o proces decyzyjny
Markowa, uwzgledniajgcy 2 akcje i 204 stany, zalezne od sumy punktéw gracza, karty krupiera
i obecnosci asa. W dalszej kolejnosci zaimplementowaliSmy algorytm iteracji wartosci w celu
uzyskania strategii maksymalizujgcej oczekiwang warto$¢ nagrody. Poréwnalismy wyniki modelu
z tabelami strategii podstawowej, uzyskujgc zgodnos¢ na poziomie 98,5%. Jednoczesnie nalezy
podkresli¢, ze przyjete przez nas uproszczenia ograniczajg uzytecznosc otrzymanych rezultatow w
prawdziwej rozgrywce i traktujemy je jako punkt wyjscia do dalszego rozwoju. Przedstawiony model
jest ograniczony jedynie do dwoch akcji, uzywa pewnych uproszczeh obliczeniowych i nie bierze
pod uwage aspektu obstawiania zetonéw. W celu poprawy modelu oraz lepszego odwzorowania
rzeczywistej gry nalezatoby rozwazy¢ doktadny model przejS¢ oparty na hipergeometrycznym
rozktadzie prawdopodobienstwa bez przyblizenia nieskonczonej talii, a takze zaimplementowac
akcje double down oraz split. Ponadto mozna rozwazy¢ uwzglednienie wysokosci zaktadu jako
czesci procesu decyzyjnego.
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KOD POD LUPA: ALGORYTMY W ROLI CYFROWYCH
DETEKTYWOW

Jedrzej NIEDZIELSKI, Nina ZUGAJ
Politechnika t.6dzka, t6dz

Wstep

Wspotczesna cyfrowa rzeczywisto$¢ opiera sie na masowym przetwarzaniu danych tekstowych
oraz kodu zrodiowego, co niesie za sobg ryzyko naduzy¢ zwigzanych z kradziezg wtasnosci
intelektualnej. Wykrywanie plagiatu stato sie kluczowym elementem ochrony praw autorskich
w dobie powszechnego dostepu do informaciji. Plagiat w najprostszym ujeciu definiowany jest jako
przypisywanie sobie cudzej twdrczosci jako wtasnej lub przywtaszczenie czyjegos dzieta.

O ile dla czliowieka intuicyjne rozpoznanie zapozyczen, synoniméw czy przeformutowan nie
stanowi wiekszego problemu, o tyle dla maszyn operujgcych wytgcznie na poziomie binarnym jest
to zadanie niezwykle skomplikowane. Niniejszy rozdziat przedstawia matematyczne i algorytmiczne
metody identyfikacji plagiatu, stanowigce istotny element cyfrowej kryminalistyki — od analizy czysto
sekwencyjnej po zaawansowane przestrzenie wektorowe. Sg one omawiane najpierw na tekstach,
a nastepnie przeniesione na kod.

Reprezentacja danych i przygotowanie tekstu

Z punktu widzenia procesora komputera, kazdy analizowany tekst to jedynie sekwencja zer
i jedynek. Wystarczy, ze nieuczciwy autor podmieni jedno stowo na synonim, a struktura binarna
pliku ulega drastycznej zmianie. Z tego powodu maszyna nie moze porownywac tekstéw
bezposrednio. Aby algorytmy mogty spetnié¢ swojg role, dane tekstowe muszg zosta¢ poddane
wstepnej obrébce, na ktérg skifadajg sie:
o tokenizacja — proces polegajgcy na pocieciu ciagtego tekstu na pojedyncze stowa (tokeny)
przy jednoczesnym oczyszczeniu go ze znakéw interpunkcyjnych,
e lematyzacja — zabieg polegajgcy na sprowadzeniu stébw do ich form podstawowych,
Co sprawia, ze leksemy o wspdlnym rdzeniu sg traktowane jako to samo stowo. Dzieki temu
algorytmy stajg sie niewrazliwe na odmiane gramatyczna.
Po zakonczeniu tych operacji reprezentacja literowa przestaje mie¢ znaczenie, komputer przypisuje
kazdemu unikalnemu stowu identyfikator liczbowy i operuje wytgcznie na strukturach numerycznych.
Ze wzgledu na to, ze przeszukiwanie tradycyjnych list indeksowanych cechuje sie nieefektywna
ztozonoscig obliczeniowg 0(n), standardem staje sie stosowanie tablic mieszajgcych', w ktorych
kluczami sg unikalne, state wartosci wyliczone przez funkcje haszujgca. Pozwala to na bezposrednie
wyznaczanie adreséw pamieci i optymalizacje czasu dostepu.

Algorytmy analizy sekwencyjnej

! Tablica mieszajgca (ang. hash table) — struktura danych, ktéra przyporzgdkowuje klucze do wartosci
za pomocg funkcji haszujgcej. Zapewnia ona teoretyczny czas dostepu do danych w klasie ztozonosci
obliczeniowej 0(1), co drastycznie przyspiesza przeszukiwanie duzych zbioréw informaciji.
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Pierwszy etap detekcji kradziezy wlasnosci intelektualnej w warstwie tekstowej stanowig metody
analizy sekwencyjnej. Koncentrujg sie one na matematycznej ocenie bliskosci elementow
stownikowych oraz ciggtosci konfiguracji syntaktycznych.

N-gramy

Metoda N-gramow opiera sie na analizie krétkich sekwencji sgsiadujgcych ze sobg stow poprzez
przesuwanie nad tekstem statego okna badawczego. Algorytm ten wykorzystuje matematyczny
aparat tancuchow Markowa. Modele te charakteryzujg sie ,krotkg pamiecig” — stan przyszty zalezy
wytgcznie od stanu bezposrednio go poprzedzajgcego, a cata wczedniejsza historia systemu staje
sie bezuzyteczna. Wtasnos$¢ te udowadnia formalne réwnanie tancucha:

P(Xy = xp|Xpn—1 = Xp_1, 0, X1 = 1) = P(Xp, = x| X1 = X—1),

gdzie:

X,, — zmienna losowa reprezentujgca stan systemu w kroku n,

X, — konkretna wartos¢ (stan), jakg przyjmuje zmienna losowa w kroku n,

P — prawdopodobienstwo wystgpienia okreslonego zdarzenia warunkowego.

W kontekscie lingwistycznym algorytm wyznacza prawdopodobienstwo warunkowe pojawienia
sie konkretnego stowa (w;) przy okreslonej szerokosci okna pamieci okreslonej indeksem wzoru:

P(Wi |Wi—1' LEN] Wi—n—l)r

gdzie:

w; — aktualnie analizowane stowo w tekscie,

wi_1, -, Wi_n_1 — Sekwencja stow bezposrednio poprzedzajgcych stowo w;, stanowigca kontekst
o dtugosci n.

Szerokos$¢ stosowanego okna determinuje gtebokos¢ analizowanej zaleznoéci wsteczne;.

Najdtuzszy Wspélny Podcigg — LCS

Jesli plagiator zmodyfikuje tekst, dodajgc losowe przymiotniki lub usuwajac co drugie stowo,
metoda N-gramow zawodzi z powodu przerwania ciggtosci badanych par czy tréjek stéw. W takich
sytuacjach zastosowanie znajduje algorytm LCS (Longest Common Subsequence). Szuka
on chronologicznego ,szkieletu” tekstu — badane elementy nie muszag leze¢ bezposrednio obok
siebie, kluczowe jest jedynie zachowanie ich pierwotnej kolejnosci.

Wykorzystujgc technike programowania dynamicznego?, algorytm rozwigzuje globalny problem
poprzez podziat na mniejsze podproblemy (porownywanie prefiksow) przy uzyciu zaleznosci
rekurencyjnej:

D) = \max{Les(i - 1,),LCSGj— 1) diax; # vy

gdzie:

2 Programowanie dynamiczne to technika optymalizacji algorytmow, ktéra polega na rozwigzywaniu ztozonego
problemu poprzez rozbicie go na mniejsze podproblemy.
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LCS(i, j) — dlugo$¢ najdtuzszego wspdlnego podciggu dla prefikséw ciggdéw o dtugosciach
odpowiednio i oraz j,

x; — i-ty element (np. token lub znak) pierwszego poréwnywanego ciggu X,

yj — j-ty element drugiego porownywanego ciggu Y.

Metryki odlegtosci edycyjnej i teoria mnogosci

W celu skutecznego wykrycia zaawansowanych manipulacji w szyku zdan czy strukturze tekstu
nalezy odej$¢ od prostej analizy liniowej. Do tego stosuje sie podejscie optymalizacyjne, ktére
wykorzystuje matematyczne miary odmiennoéci oraz teorie mnogosci do oceny relacji miedzy
badanymi dokumentami.

Odlegtosé Levenshteina

Gdy struktura zdan pozostaje zblizona, lecz stowa sg celowo podmieniane, skutecznym
narzedziem staje sie odlegto$¢ Levenshteina. Metryka ta okresla minimalng liczbe operaciji
edycyjnych takich jak wstawienie, usuniecie lub zamiana stowa — niezbednych do przeksztatcenia
jednego ciggu w drugi. Na poziomie zaawansowanej analizy poréwnawczej jednostkami mogg by¢
cate stowa zamiast pojedynczych liter.

Dla zilustrowania dziatania metody rozwazmy dwa przyktadowe zdania:

e zdanie pierwsze (X): "To zwykte oszustwo"

e zdanie drugie (Y): "To jawne oszustwo"

Wyznaczenie odlegtosci polega na obliczeniu minimalnego kosztu przeksztatcenia ciggu stow
zdania X w zdanie Y.

Niech lev(i,j) oznacza odlegtos¢ Levenshteina pomiedzy i-elementowym prefiksem pierwszego
zdania a j-elementowym prefiksem drugiego zdania. Warto$¢ te wyznacza sie rekurencyjnie za
pomocg metody programowania dynamicznego:

i dlaj=0
j dai=0

lev(i,j) = lev(i—1,))+1
min lev(i,j—1)+1 dlai,j>0

lev(i—1,j — 1) + cost

Poszczegdlne wiersze wewnatrz funkcji min odpowiadajg kosztom kolejnych operacji edycyjnych:
usuniecia stowa (lev(i — 1,j) + 1), jego wstawienia (lev(i,j — 1) + 1) oraz zamiany (lev(i —1,j —
1) + cost). Wartos¢ zmiennej cost wynosi 0 w przypadku identycznych stow (x; = y;) lub 1, gdy
stowa sie réznig (x; # y;).

Na podstawie powyzszego wzoru konstrukcja macierzy kosztow przebiega nastepujgco. Ruch
z gory (wstawienie) oraz z lewej strony (usuniecie) nakfadajg na wynik twardg kare o wartosci +1.
Ruch po przekatnej (zamiana) generuje koszt +1 tylko wtedy, gdy stowa sg rozne; dla stow
identycznych koszt wynosi 0. Symbol ¢ w macierzy oznacza cigg pusty (brak stowa) i stuzy do
reprezentacji warunkéw brzegowych (dla i = 0 lub j = 0).
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£ To jawne oszustwo
e 0|1 | 2| 3
To 1 E] 1 E
zwykte 2 1 1 g
\\\‘ ¥ lev(3,3)
oszustwo 3 2 2 T 1 z l;lm(z +1,2+1,1+0)

Rys. 1. Wizualizacja procesu wyznaczania odlegtosci Levenshteina
dla zdan ,To zwykte oszustwo” oraz ,To jawne oszustwo”.

Dla przyktadu, wartos¢ w prawej dolnej komorce lev(3,3) reprezentuje ostateczny koszt
przeksztatcenia petnych zdan i wyliczana jest jako:

lev(3,3) = min(lev(2,3) + 1,lev(3,2) + 1, lev(2,2) + cost)

Poniewaz trzecie stowa w obu zdaniach sg identyczne ("oszustwo" = "oszustwo"), koszt zamiany
wynosi cost = 0. Podstawiajgc wartosci z poprzednich komorek macierzy, otrzymujemy:

lev(33) =min(2+1,2+1,1+0) =1

Ostateczna wartos¢ w prawym dolnym rogu macierzy stanowi jawny rachunek za dokonane
modyfikacje — im mniejsza wartosé, tym porownywane zdania sg do siebie bardziej podobne.

Wspétczynnik Jaccarda

Zupetnie inng perspektywe oferuje analiza oparta na teorii zbiorow z wykorzystaniem
wspotczynnika Jaccarda. W przeciwienstwie do odlegto$ci Levenshteina, podejscie to traktuje
dokumenty wytgcznie jako zbiér stéw, catkowicie ignorujgc ich kolejnos¢ oraz krotno$c
wystepowania. Wspotczynnik podobienstwa Jaccarda, oznaczany jako J(4, B), definiuje sie jako
stosunek liczebnosci czesci wspdlnej zbiorow do liczebnosci ich sumy:

_|AnB|
"~ |JAuB/

J(A,B)

W celach analitycznych bezposrednig miare podobienstwa czesto przeksztatca sie w formalng
metryke przestrzeni matematycznej. Stuzy do tego odlegtos¢ Jaccarda J(4,B), stanowigca
dopetnienie wspotczynnika do jednosci [1]:

|A N B
d;(AB)=1-J(AB)=1-

|Au B

gdzie:

A, B — badane dokumenty reprezentowane jako zbiory unikalnych stéw,
J(A, B) — klasyczny wspotczynnik podobienstwa Jaccarda,

d; (A, B) — odlegtos¢ Jaccarda pomiedzy dokumentami A i B.
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Algorytm ten jest bezbtedny w wykrywaniu oszustw polegajgcych na losowym przestawianiu
catych akapitéw lub zdan.

Analiza statystyczno-wektorowa — TF-IDF

Najbardziej zaawansowane systemy antyplagiatowe odchodzg od traktowania wszystkich stéw
w tekscie na rowni. Powszechne wystepujgce spojniki (np. ,i”, ,oraz’) nie niosg ze sobg takiego
samego fadunku informacyjnego, jak rzadko wystepujace stowa kluczowe. Filtrem statystycznym
rozwigzujgcym ten problem jest TF-IDF. Waga danego stowa (w;;) zalezy od czestosci jego
wystepowania w tekscie (tf; ;) oraz od odwrotnej czgstosci wystgpowania tego stowa we wszystkich
dokumentach bazy (idf;), wyliczanej jako logarytm ze stosunku catkowitej liczby dokumentow (N)
do liczby dokumentéw zawierajgcych to stowo (df;) [2]:

gdzie:

N — catkowita liczba wszystkich dokumentéw znajdujgcych sie w bazie systemowej,

tfij — czgstoSC wystepowania i-tego stowa w j-tym dokumencie,

df; — liczba dokumentow w bazie, ktére zawierajg w sobie przynajmniej jedno wystgpienie
i-tego stowa,

w; ; — ostateczna waga statystyczna i-tego stowa w j-tym dokumencie.

Dzieki tej operacji lingwistyka ustepuje miejsca algebrze liniowej — kazdy dokument staje sie
wektorem w wielowymiarowej przestrzeni Hilberta®. Aby wyeliminowa¢ wptyw dtugos$ci dokumentu,
systemy nie mierzg odlegtosci euklidesowej, lecz obliczajg cosinus kgta miedzy wektorami, zwany
w [4] podobienstwem cosinusowym:

cos(9) =

gdzie:

AB - wektory cech reprezentujgce porownywane dokumenty w wielowymiarowej przestrzeni
Hilberta,

AoF - iloczyn skalarny wektoréw AorazB,

|4]|, ||B|| = normy (dtugosci) poszczegdlnych wektoréw w przestrzeni,

cos(@) — wspotczynnik podobienstwa cosinusowego pomiedzy dwoma wektorami.

Jezeli wyliczony cosinus kata 6 zbliza sie do jednosci, to w przyblizeniu mozemy uznac¢ wektory
za wspotliniowe i wéwczas uzyskuje sie jednoznaczny dowdd na istnienie bliskiego podobienstwa
semantycznego.

Zastosowanie algorytmow w analizie kodu zrédtowego

3 W kontekscie systeméw n-wymiarowych, takich jak model wektorowy tekstu, przestrzen Hilberta uogoélnia
pojecie przestrzeni euklidesowej do dowolnej (réwniez nieskorniczonej) liczby wymiaréw, zachowujgc
mozliwosé rygorystycznego obliczania odlegtosci oraz iloczynu skalarnego miedzy wektorami cech.
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Praktyczne zastosowanie przedstawionych metod numerycznych ujawnia swojg specyfike
podczas bezposredniej analizy struktury kodow zrodtowych. Weryfikacja programistyczna wymaga
zmagania sie z unikalnymi cechami sktadniowymi. Drobne zmiany nazw zmiennych mogg catkowicie
zmieni¢ reprezentacje tekstowa, nie wplywajac na dziatanie programu.

Wydajnos¢ algorytméw mozna zaobserwowaé na przykladzie analizy dwoch funkcji
sprawdzajgcych czy liczba jest pierwsza o $redniej dlugosci okoto 165 znakdw, zaprezentowanych
odpowiednio na listingu 1 oraz listingu 2.

def is_prime(n):
if n <= 1:
return False
for i in range(2, int(n**0.5) + 1):
ifn%i==0:
return False
return True

Lst. 1. Implementacja funkcji is prime w jezyku Python.

def check_prime(number):
if number <= 1:
return False
for j in range(2, int(number**0.5) + 1):
if number % j ==
return False
return True

Lst. 2. Implementacja zmodyfikowanej funkcji check prime w jezyku Python.

W sytuacji, gdy algorytm poréwnuje funkcje pierwotng, widoczng na listingu 1, z wersjg
zmodyfikowang, widoczng na listingu 2, jedynie pod katem identyfikatoréw zmiennych i petli
(podmiana nazw takichjak is prime nacheck prime czyn nanumber), odlegto$¢ Levenshteina
wyznacza statg wartos¢ kosztu edycyjnego rowng 27. Najdtuzszy wspdélny podcigg LCS identyfikuje
w takim uktadzie 152 znaki wspdlnego rdzenia instrukcji, a metoda N-graméw wskazuje stabilne
podobienstwo sekwencyjne na poziomie 53%. Filtr statystyczny TF-IDF skutecznie izoluje wagi
unikalnych nazw wiasnych, pomijajgc powtarzalne instrukcje sterujace.

W przypadku zestawienia struktur catkowicie odmiennych semantycznie — na przyktad funkciji
odwracania tekstow, przedstawionej na listingu 3, z algorytmem wyszukiwania warto$ci
maksymalnej, zobrazowanym na listingu 4 — wskazniki korelacji drastycznie maleja.

def reverse_string(text):
reversed_text = ""
for char in text:
reversed_text = char + reversed_text
return reversed_text

Lst. 3. Implementacja funkcji odwracania tekstu reverse string w jezyku Python.

def find_maximum(elements):
if not elements:
return None
max_val = elements[0]
for item in elements:
if item > max_val:
max_val = item
return max_val
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Lst. 4. Implementacja funkcji wyszukiwania wartosci maksymalnej £ind maximum w jezyku Python.

Przy dtugosciach operacyjnych rzedu 141 i 194 znakow, odlegtos¢ Levenshteina pomiedzy
kodem z listingu 3 a kodem z listingu 4, wzrasta do poziomu 128 jednostek edycyjnych, podcigg LCS
drastycznie kurczy sie do 76 znakdw, a pokrycie metodg N-gramow osigga marginalng warto$¢ 2%.

Przetwarzanie tak zdefiniowanych danych w masowe;j skali systeméw akademickich wigze sie
zwysokg ztozonoscig obliczeniowg tradycyjnych algorytméw opartych na programowaniu
dynamicznym. Generowanie dynamicznych macierzy poréwnawczych dla tysiecy plikéw zrédiowych
tworzy waskie gardta wydajnosciowe. Z tego powodu nowoczesne platformy antyplagiatowe
odchodzg od interpretowanych srodowisk skryptowych na rzecz natywnych rozwigzan
implementowanych w jezykach kompilowanych, takich jak Go [5]. Wykorzystywanie
zaawansowanych mechanizmow wspétbieznosci, w tym goroutines — lekkich watkéw w jezyku Go,
umozliwia réwnolegte transformacje matematyczne, jednoczesne wyliczanie podobienstwa
cosinusowego oraz szybkg redukcje czasu przetwarzania strumieni danych w wielkich bazach
kodow zrédiowych [6].

Podsumowanie

W obszarach, w ktérych maszynom brakuje ludzkiej intuicji niezbednej do naturalnego
zrozumienia tekstu, z pomocg przychodzi rygorystyczny aparat matematyczny. Przejscie od struktur
dyskretnych i kombinatoryki w algorytmach N-gramoéw, LCS czy odlegtosci Levenshteina, poprzez
teorie miary w zbiorach Jaccarda, az do struktur algebraicznych w metodzie TF-IDF, pozwala na
skuteczng walke z nieuczciwoscig. Plagiat w Swietle metod numerycznych nie jest subtelnym
niuansem jezykowym, lecz mierzalng anomalig statystyczng, z ktérg algorytmy radzg sobie
doskonale.
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WERYFIKACJA DEZINFORMACJI Z UZYCIEM TEORII
DEMPSTERA-SHAFERA

Marcin KROL

Politechnika Krakowska im. Tadeusza Kosciuszki, Krakow

Wstep

Wspétczesny swiat, zdominowany przez Internet i media cyfrowe, charakteryzuje sie ogromnym
przeptywem informaciji. Niestety, istotna cze$¢ z tych tresci ma charakter dezinformacyjny lub jest
ukierunkowana na wywotanie sensacji. W takiej rzeczywistosci kluczowe staje sie nie tylko
pozyskiwanie danych, ale przede wszystkim ocena ich wiarygodnosci. Jednym z podej$¢ do tego
problemu jest analiza dostepnych przestanek (dowodoéw) oraz ich tgczenie w celu oszacowania
stopnia przekonania, co do prawdziwosci danej informacji.

Podstawy teoretyczne

Rama rozréznienia i funkcja podstawowego przyporzadkowania prawdopodobienstwa

Modelem matematycznym stosowanym przy tej koncepcji jest teoria Dempstera-Shafera,
stworzona poczatkowo przez A.P. Dempstera, a nastepnie rozwinieta przez G. Shafera w XX wieku.
Za jej pomocg mozemy wnioskowa¢ o pewnych hipotezach nawet w warunkach niepewnosci,
wykorzystujgc tym samym w pelni wiedze, ktérg posiadamy, do precyzyjnych wynikéw
matematycznych a nastepnie do konkluzji dotyczacych naszych badan lub obserwaciji [1].

Podstawowym zagadnieniem w teorii D-S jest skohczony zbiér ® bedacy zbiorem hipotez,
nazywany réwniez ramg rozroznienia. Elementy tego zbioru bedg reprezentowac pojedynczy wynik
systemu lub jedng mozliwg decyzje. Przy tej definicji nalezy zwréci¢ szczegding uwage na to, ze nie
bedziemy ograniczac¢ sie jedynie do pojedynczych elementdw zbioru 0, ale takze do wszystkich jego
podzbioréw, co bedzie kluczowe przy uwzglednianej w obliczeniach niepewnosci. Stanowi to
fundamentalne rozréznienie wzgledem klasycznej teorii bayesowskiej. W tradycyjnym rachunku
prawdopodobienstwa cata masa decyzyjna musi zosta¢ rozdzielona miedzy pojedyncze, roztgczne
zdarzenia elementarne. Teoria Dempstera-Shafera przetamuje to ograniczenie, umozliwiajgc
przypisywanie wag dowodowych bezposrednio do catych podzbioréw ramy rozréznienia [2].

Formalne przejscie do analizy niepewnosci wymaga wprowadzenia narzedzia, ktére w sposéb
ilosciowy pozwoli opisa¢ site posiadanych poszlak. W tym celu zdefiniujemy funkcje m: 2° — [0,1]
taka, ze

1) m(@) =0,

2) Yacom(4) =1.
Funkcje te nazywamy funkcjg podstawowego przyporzadkowania prawdopodobienstwa (PPP) dla
0. Przypisuje ona mase prawdopodobienstwa kazdemu podzbiorowi zbioru ©. Opisuje w ten sposéb
ile catkowitego dowodu wspiera zbiér A nie rozstrzygajagc wewnetrznie, ktory element w A jest
prawdziwy. Wartosci te sg przypisywane na podstawie m.in. opinii eksperckich, badan
statystycznych lub danych pomiarowych. Sg one niezbedne dla dalszych obliczen i analiz [3].
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W celu zobrazowania wczesniejszych zalezno$ci, rozwazmy przyktad z kulg umieszczong
w pudetku. Osoba, ktéra jg tam wktadata, posiada 20% przekonania, ze byta ona biata oraz 50%
pewnosci, iz byta czarna. Rozwazmy zatem ©={Czarna, Biata}. Wéwczas rozktad podstawowego
przyporzgdkowania prawdopodobienstwa hipotez przedstawia sie nastepujgco:

Hipoteza Wartosé m(-)
Ani Biata, ani Czarna 0
Biata 0,2
Czarna 0,5
Biata lub Czarna 0,3

Tab. 1. Przyktadowy rozktad warto$ci funkcji PPP. Zrédto: opracowanie wiasne

Widac¢ stgd, ze suma wszystkich wartosci funkcji jest rowna 1. Dane te nie sg jednak
wystarczajgce, by wysnuwac wnioski. Aby to zrobié, konieczne staje sie wprowadzenie kolejnych
narzedzi opartych na funkcji podstawowego przyporzadkowania prawdopodobienstwa oraz
strukturze ramy rozréznienia.

Miary niepewnosci: funkcje przekonania i wiarygodnosci

Pierwszym z omawianych narzedzi matematycznych jest funkcja Bel: 2° — [0,1] zdefiniowana
Za pomocg wzoru

Bel(A) = Z m(B).

BEA

Nazywamy jg funkcjg przekonania zwigzang z funkcjg m. Miara ta pozwala okresli¢ fgczny stopien
pewnosci, jaki na podstawie posiadanych danych mozna przypisa¢ do konkretnej hipotezy lub ich
zbioru. Funkcja Bel dla danego podzbioru sumuje wartosci PPP przypisane bezposrednio do niego,
jak réwniez do wszystkich jego podzbiorow. Odzwierciedla ona zatem minimalny, catkowicie pewny
dowdd popierajgcy dane stwierdzenie.

Drugim, dopetniajgcym narzedziem jest funkcja Pl: 2° - [0,1], zdefiniowana wzorem

PI(A) = m(B).

Nazywamy jg funkcjg wiarygodnosci odpowiadajgacg m. Opisuje ona maksymalny stopien
przekonania, jaki mogtby zostaé przypisany do danej hipotezy, gdyby pojawity sie¢ nowe, sprzyjajgce
jej dowody. Matematycznie funkcja ta sumuje wartosci PPP wszystkich tych zbioréw, ktére majg
chociazby jeden element wspolny z analizowang hipotezg.

Zaprezentowana konstrukcja matematyczna obu miar jednoznacznie wskazuje, ze funkcja
przekonania skupia sie na dowodach potwierdzajgcych konkretny stan, podczas gdy funkcja
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wiarygodnosci okresla brak dowodéw jemu przeciwnych. Kazda z tych funkcji operuje na tym samym
zbiorze wartosci funkcji PPP.

Majgc przypisane wartosci podstawowego przyporzadkowania prawdopodobienstwa dla
poszczegdlnych hipotez, mozemy obliczy¢ odpowiadajgce im wartosci funkcji przekonania oraz
wiarygodnosci. Na podstawie tego dostaniemy przedziaty przekonania tych hipotez, bedace
przedziatami postaci [Bel(A), PI(A)]. Ta wiedza umozliwi nam wysnuwanie wstepnych wnioskéw
0 prawdziwosci lub fatszywosci hipotez [4].

Dla petnego zobrazowania oméwionych zaleznosci, rozwazmy teraz zbiér hipotez @ = {4, B, C}.
W celu wyznaczenia granic niepewnosci, okreslono na poczatek wartosci funkcji podstawowego
przyporzgdkowania prawdopodobienstwa. Nastepnie, zgodnie ze wzorami, wyznaczone zostaty
wartosci funkcji przekonania i wiarygodnos$ci. Wyniki tych obliczen przedstawia tabela 2.

Hipoteza m(-) Bel(-) PI(-)
@ 0 0 0
{A} 0,3 0,3 0,62
{B} 0,2 0,2 0,53
{C} 0,1 0,1 0,35
(A, B} 0,15 0,65 0,9
{B,C} 0,08 0,38 0,7
{4,C} 0,07 0,47 0,8
{A,B,C} 0,1 1 1

Tab. 2. Rozktad warto$ci funkcji PPP, Bel i PI dla hipotez. Zrédto: opracowanie wtasne

Analiza danych zestawionych w tabeli 2 pozwala na sformutowanie istotnych wnioskéw
dotyczacych struktury niepewnosci rozwazanego problemu. Szczegding uwage nalezy zwrdci¢ na
przedziat przekonania hipotezy C. Dolna granica (petny dowdd) wynosi zaledwie 0,1. Z kolei gorna
granica (wiarygodnos¢) osiggneta wartos¢ 0,35. Wartosci te sg bezposrednim wynikiem agregac;ji
odpowiednich wielkosci funkcji podstawowego przyporzgdkowania prawdopodobienstwa. Uzyskany
w ten sposob przedziat [0,1;0,35] sugeruje, ze hipoteza ta charakteryzuje sie niskim poparciem
dowodowym, co w kontekscie decyzyjnym przemawia za jej nieprawdziwoscig. Jest on bowiem
odlegly od 1, cho¢ jego dtugos¢, rowny 0,25, oznacza operowanie na umiarkowanym poziomie
niepewnos$ci. Im wiekszg wiedzg postugujemy sie, liczac wartosci funkcji Bel oraz Pl, tym wezsze
przedziaty przekonania otrzymujemy. Jednak pozyskujgc dane tylko z jednego zrodta, dtugosci
owych przedziatow niekiedy bedg niesatysfakcjonujgce przy interpretacji. Przyktadem takiego stanu
sg hipotezy A i B, w ktérych przedziaty przekonania okazujg sie jeszcze szersze niz dla hipotezy C.
Dla A jest on dodatkowo skoncentrowany wokét wartosci 0,5. Takie rozlokowanie niepewnosci
uniemozliwia poprawng diagnoze tej hipotezy [5]. Z kolei w ujeciu alternatywnym, rozwazajgc tgczng
hipoteze {4, B}, zauwazamy zupetnie inng strukture poszlak. Jest ona bowiem silnie wspierana przez
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zgromadzone dowody, co oznacza, ze pomimo duzej niepewnosci do poszczegolnych wariantow
Zz osobna, zgromadzone dane potwierdzajg prawdziwos$¢ ktérejs z tych opcji. Ogoélne zasady
interpretacji wskazuja, ze im krotszy jest przedziat przekonania, tym wyzsza jest precyzja i pewnosc
wnioskowania. Szerokie przedziaty wskazujg na dominacje niedookre$lonosci i wymagaja
dostarczenia dodatkowych informacji zrodlowych. Jesli dla pewnej hipotezy dolna granica
wiarygodnosci Bel przekracza 0,5, oznacza to, ze ponad potowa petnej puli mas dowodowych
wspiera te sama hipoteze lub jej podzbiory. Daje to silng przewage nad resztg hipotez, gdyz funkcja
przekonania Bel mierzy sume bezposrednich dowoddw wspierajgcych dane zdarzenie.
W przypadku, gdy gorna granica wiarygodnosci Pl jest nizsza od 0,5, to nawet przy uwzglednieniu
catej niedookreslonej puli dowodow, maksymalny mozliwy poziom poparcia dla hipotezy nie
przekracza potowy wszystkich poszlak. Wéwczas wiekszos¢ przestanek wskazuje na odrzucenie tej
opciji.

Reguta kombinacji Dempstera

Matematyczny mechanizm fuzji niezaleznych dowodoéw

Naturalng konsekwencjg wczesniejszej teorii jest pytanie, czy jedno zrodto informacji jest
wystarczajgce, by wnioski byly wiarygodne? Zazwyczaj jedna perspektywa, zwlaszcza subiektywna
(jak w pierwszym przyktadzie), to za mato. Aby zawezi¢ przedziaty przekonania i uzyskac
rzetelniejszy wynik, konieczne staje sie dodanie kolejnych, niezaleznych obserwacji. Teoria
Dempstera-Shafera znajduje szerokie zastosowanie w takich procesach, oferujgc zaawansowany
mechanizm fuzji informacji. Stuzy do tego reguta Dempstera, umozliwiajgca tgczenie ze sobg
wartosci funkcji podstawowego przyporzgdkowania prawdopodobiefstwa m; z rdoznych zrodet,
a odnoszgce sie do tego samego zbioru hipotez. Dzieki temu, zamiast polegaé na jednym pomiarze,
budujemy spojny obraz oparty na wszystkich dostepnych dowodach.

Dla danych funkcji PPP m,; oraz m, funkcje m; @ m, — [0,1], definiujemy za pomocg réwnosci

Yang=c My (A)m,(B)
1 =2 ang=pm1 (A)m;,(B)

(my & my)(C) =

dla ¢ # @ oraz (m,; @ m,)(@) = 0.

Kluczowym elementem powyzszego sformutowania jest mianownik, w ktérym wystepuje
wyrazenie sumaryczne oznaczajgce tzw. wspotczynnik konfliktu (czesto oznaczany symbolem K).
Wartos¢ ta reprezentuje sume iloczynéw mas tych podzbioréw, ktérych przeciecie jest zbiorem
pustym, co w praktyce oznacza sytuacje, w ktorej analizowane Zrodta informacji podajg catkowicie
sprzeczne komunikaty. Poprzez odjecie tej wartosci od jednosci, reguta Dempstera dokonuje
operacji normalizacji. Dzieki temu procesowi sprzeczne dowody zostajg odrzucone, a pozostate
wartosci funkcji podstawowego przyporzgdkowania prawdopodobienstwa sg proporcjonalnie
rozdzielane miedzy te hipotezy, co do ktorych zrodta wykazujg chocCby czesciowg zgodnosc. Taka
konstrukcja zapewnia stabilno$¢ systemu decyzyjnego, uniemozliwiajgc paraliz decyzyjny
w przypadku pozyskania czesciowo znieksztatconych danych.

Licznik reprezentuje nieznormalizowang mase dowodowg wspierajgca hipoteze C. Powstaje on
przez zsumowanie wszystkich iloczynéw mas z poszczegodlnych zrodet, ktorych przeciecie daje
analizowany zbiér.

Zastosowanie w detekcji dezinformaciji
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Wykorzystajmy regute kombinacji Dempstera do oceny wiarygodnosci rzekomego
przemowienia polityka X. Rozwazmy rame rozréznienia ® = {T, F, M}, gdzie T oznacza prawdziwosc¢
nagrania, F oznacza fatszywos$¢, a M — lekkg manipulacje, czyli na przyktad wyjecie wypowiedzi
z kontekstu. W procesie weryfikacji wykorzystamy niezalezne zrodta informacii.

Pierwszym zrédtem bedzie m,, oznaczajgce analize wideo. Miato ono dobrg jakos¢, jednak
zaobserwowano obecnos¢ podejrzanych artefaktéw w tle, a ponadto wystgpity lekkie przerwania.
Kolejng obserwacje stanowi¢ bedzie m,, czyli badanie dzwieku. Tutaj gtos w nagraniu zgadzat sie
z glosem polityka, jednak — podobnie jak poprzednio — zaobserwowano pewne nieciggtosci.

Na podstawie gotowych rozkladéw funkcji podstawowego  przyporzadkowania
prawdopodobienstwa, wyznaczona zostanie wspoélna wartos¢ m; = m,,  m,, obliczona zgodnie

z regutg kombinacji Dempstera. Wyniki obliczen przedstawione zostaty w tabeli 3.

Hipoteza m,, (*) my (*) mq(*)
] 0 0 0

{T} 0,3 0,4 0,5088
{F} 0,15 0,1 0,0986
(M} 0,25 0,25 0,3251
{T,F} 0,07 0,05 0,0130
{T, M)} 0,1 0,15 0,0431
{F, M} 0,08 0,03 0,0097
{T,F,M} 0,05 0,02 0,0017

Tab. 3. Uzycie reguty kombinacji Dempstera przy dwdch pierwszych obserwacjach.

Wstepne obserwacje wskazujg na dominacje hipotezy T. W celu zilustrowania mechanizmu
dziatania reguty kombinacji Dempstera, w tabeli 4 przedstawiono szczegotowe zestawienie par
podzbiorow i obliczenia prowadzgce do wyznaczenia nieznormalizowanej masy dla hipotezy T.

Podzbior Podzbior lloczyn mas
z rozktadu m,, (-) | z rozktadu m (-)
{T} (0,3) {T} (0,4) 0,12
{T} (0,3) {T,F} (0,05) 0,015
{T} (0,3) {T, M} (0,15) 0,045
{T}(0,3) {T,F,M} (0,02) 0,006
{T,F} (0,07) {T} (0,4) 0,028
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{T,F}(0,07) {T,M} (0,15) 0,0105

{T,M} (0,1) {T} (0,4) 0,04

{T,M} (0,1) {T,F}(0,05) 0,005
{T,F, M} (0,05) {T} (0,4) 0,02

Tab. 4. Szczegbtowe zestawienie iloczynéw mas dla hipotezy T.

Suma iloczynéw mas dla podzbiorow, ktorych czescig wspolng jest rozwazana hipoteza, wynosi
0,2895. Wspdtczynnik konfliktu K = 0,431 reprezentuje sume iloczynédw mas wszystkich par
podzbiorow, ktorych przeciecie daje zbior pusty. Wartos¢ po normalizacji, uwzgledniajgca odjecie
tej wartosci od jednosci w mianowniku, wynosi ostateczne

0,2895

my (T) = 1-0,431

~ 0,5088.

W dalszych badaniach uwzglednimy jednak kolejng obserwacje m;, ktéra oznacza¢ bedzie
analize mimiki twarzy. W nagraniu ruchy ust oraz mina polityka nie zgadzata sie z jego gtosem, co
sugeruje fatszerstwo lub manipulacje nagraniem. Pozostaje dokona¢ kolejnej kombinacji rozktadu
my z nowg obserwacjg. Niech m = m; @ m, . W tabeli 5 przedstawione zostaty wyniki obliczen.

Hipoteza my (*) m; () m(-)
] 0 0 0

(T} 0,5088 0,05 0,3139
{F} 0,0986 0,4 0,199
(M} 0,3251 0,26 0,4659
{T,F} 0,0130 0,07 0,0045
{T, M} 0,0431 0,05 0,0116
{F, M} 0,0097 0,12 0,0049
{T,F,M} 0,0017 0,05 0,0002

Tab.5. Ostateczne uzycie reguty kombinacji Dempstera.

Majgc gotowy peten rozktad funkcji podstawowego przyporzgdkowania prawdopodobienstwa
m, ostatnim krokiem bedzie wyznaczenie wartosci funkcji przekonania i wiarygodnosci. Wyniki tych
obliczen zostaly przedstawione w tabeli 6.

M
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Hipoteza m(-) Bel(-) PI(-)
4] 0 0 0
{T} 0,3139 0,3139 0,3302
{F} 0,199 0,199 0,2086
{M} 0,4659 0,4659 0,4826
{T, F} 0,0045 0,5174 0,5341
{T, M} 0,0116 0,7914 0,801
{F, M} 0,0049 0,6698 0,6861
{T,F, M} 0,0002 1 1

Tab. 6. Obliczone przedziaty przekonania dla hipotez.

Po uwzglednieniu trzeciej obserwacji mozemy stwierdzi¢, ze dominujgca hipotezg stato sie M
z bardzo waskim przedziatem przekonania wynoszgcym okoto [0,47;0,48]. Oznacza to niskg
niepewnos$¢ we wnioskowaniu. Hipoteza F, méwigca o fatszywos$ci nagrania, urosta dwukrotnie,
cho¢ nadal jest stabo wspierana dowodowo. Z kolei hipoteza {T, M} z przedziatem przekonania ok.
[0,79; 0,8] zostaje najbardziej wiarygodnag. Wobec tego wnioskujemy, ze o ile nagranie nie zostato
sfatszowane, to najpewniej dosztio do lekkiej manipulacji trescig, mimo iz samo nagranie jest
prawdziwe.
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TOPOLOGICZNA DETEKCJA BIFURKACJI W MODELU TERAPII
ADAPTACYJNEJ NOWOTWOROW

Hanna KLUS
Politechnika Gdanska, Gdansk

Wstep

Zyjemy w czasach niesamowitego postepu technologicznego i medycznego. Terapie
nowotworowe nigdy wczesniej nie byly skuteczniejsze i bardziej dostepne. Toczymy jednak
nierowng walke. Komérka rakowa, ktora wykazywata wrazliwos¢ na leczenie moze nagle sie
uodporni¢, a nawet najnowoczesniejsza nauka nie jest w stanie doktadnie przewidzie¢ tego
zachowania. Konwencjonalnym sposobem dawkowania leku jest MTD (Maksymalna dawka
tolerowana), metoda opierajgca sie na proporcjonalnosci podanego leku i usmierconych komérek
rakowych. Jej skuteczno$¢ natomiast drastycznie maleje w momencie, kiedy rak jest
heterogeniczny, czyli sktada sie z kilku rodzajéw komérek, a nie wszystkie wrazliwe sg na lek.
Jednym z rozwigzan jest terapia adaptacyjna zaproponowana w 2009 roku przez grupe w Moffitt
Centre [1], pierwotnie dla raka prostaty. Podaz leku zalezna jest od stezenia biomarkera PSA
(prostate-specific antigen) w krwi i dawkowanie odbywa sie cyklicznie. Efektem jest przeksztatcenie
choroby nowotworowej w chorobe przewlektg, ktéra tylko minimalnie ogranicza pacjenta
w codziennym zyciu. Celem niniejszej pracy jest wykorzystanie topologicznej analizy danych
do wczesnej detekcji utraty skutecznosci terapii — nie tylko potwierdzenie faktu mutacji,
ale sygnalizowanie zmiany zachowania uktadu zanim stanie sie ona klinicznie widoczna.

Model matematyczny

Modelem matematycznym zastosowanym w niniejszej pracy jest uktad czterech réwnan
rézniczkowych zaproponowany w publikacji [2]. Opisuje on zaleznosci reprezentujgcych dynamike
trzech subpopulacji komorkowych (T, T~, TF) oraz stezenie biatka PSA bedgcego biomarkerem
obecnym przy raku prostaty, ktéry stanowi przyblizony wskaznik wielkosci guza:

dr* . <1 ~ T+ a,TP + a13T‘>
a7 K. () '
ﬁ P (1 _anT 4+ TP + a23T‘>
a ~'* Kp ’
ar” _ e (1 CanT  +asTP + T‘>
dt - K_ ’
d(ZfA) =(T*+ TP+ T7)—0- PS4,

gdzie poszczegodlne zmienne oznaczaja:
T+, TP, T~ — populacje komérek odpowiednio: zaleznych od androgendw, produkujgcych
testosteron oraz niezaleznych (lekoopornych),
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r,, p, - — wspoétczynniki tempa proliferacji dla poszczegdlnych typdw komorek,

K, (t), Kp, K_ — pojemnos¢ srodowiska,

a;; — parametry macierzy Lotki-Volterry okreslajgce presje konkurencyjna, jakg populacja j
wywiera na populacije i,

o — stata szybkosci rozpadu biomarkera PSA.

Co istotne, K, (t) jest zmienng zalezng od czasu — jej wartos¢ ulega skokowej zmianie w zaleznosci
od tego, czy terapia jest wtgczona, czy wytgczona, co tworzy z ukfadu system hybrydowy. Lek jest
podawany, gdy stezenie PSA osiggnie 80% wartosci wyjsciowej i odstawiany w momencie spadku
do 40% tej wartosci, tworzac cykliczny protokét dawkowania sterowany biomarkerem. Zaréwno
parametry, jak i wartosci poczatkowe zostaly zaczerpniete z oryginalnych materiatéw
udostepnionych wraz z badaniami klinicznymi w [2].

Metodologia
Twierdzenie Takensa-Starka

Niech M bedzie zwartg, m wymiarowg rozmaitosciag. Niech D"(M) oznacza przestrzen
dyfeomorfizmoéw klasy €™ na rozmaitosci M, a C"(M, R) przestrzen funkcji klasy C" na M. Stan
ukladu w czasie dyskretnym opisuje dyfeomorfizm f € D"(M) oraz ¢ € C"(M, R) jest funkcjg
obserwacji mierzalnej wlasnosci uktadu. Jezeli wymiar zanurzenia d = 2m+1,todlar = 2 zbiér

par (f, ¢), dla ktérych odwzorowanie opdznieniowe d; ,(x) = ((p(x), o(f7 (%), ., @ (f(d‘l)f(x)) )
jest zanurzeniem, stanowi podzbior otwarty i gesty D" (M) x C" (M, R).

Twierdzenie Takensa [3] gwarantuje, Zze zanurzenie szeregu czasowego w przestrzeni
wymiaru d odtwarza topologie atraktora oryginalnego ukfadu. Jednakze w analizowanym przypadku
konieczne jest wykorzystanie stochastycznego rozszerzenia Starka [4]. Wynika to z faktu, ze uzyty
model jest sterowany lekiem w sposéb nieautonomiczny (skokowy). Zastosowany wektor zanurzenia
konstruowany jest na podstawie szeregu czasowego stezenia PSA generowanego przez model.
Umozliwia on odtworzenie topologii atraktora ukrytego uktadu komorkowego bez bezposredniego
dostepu do populaciji:

x(t) = [PSA(t), PSA(t — 1), ..., PSA(t — (m — 1)1)],

gdzie t to dobrane opdznienie czasowe, m to wymiar przestrzeni fazowe;j.
Dwuwymiarowa projekcja portretu fazowego pozwala wizualnie potwierdzi¢é obecnosc¢ cykli
w ukfadzie, cho¢ wtasciwa analiza prowadzona jest w wyzszym wymiarze zanurzenia.

Homologia persystentna

Niech X = {x(t;), ..., x(ty)} € R™ bedzie chmurg punktéw uzyskang z zanurzenia Takensa.
Dla parametru ¢ > 0 definiujemy kompleks Vietorisa-Rips VR.(X) [5] jako kompleks symplicjalny,

w ktorym sympleks {x; ;, ..., x(;,;} nalezy do VR.(X) wtedy i tylko wtedy, gdy ||x{l-p} - x{iq}H < edla
kazdej pary p, q. Rodzina {VR.(X)},>, tworzy filtracje: dla &; < &, zachodzi VR, (X) € VR, (X). Dla
kazdego ¢ obliczamy pierwszg grupe homologii H{(VR.(X); Z,), liczonej ze wspotczynnikami
w ciele Z,, ktorej ranga B, (¢) = rank Hy(VR.(X)) zlicza niezalezne cykle obecne w kompleksie
przy danym ¢ .

Kazdej klasie homologii y € H; przypisujemy trwatos¢ p(y) = d(y) — b(y), gdzie b(y) i d(y)
oznaczajg odpowiednio wartos¢ ¢, przy ktérej klasa powstaje i znika w filtracji. W dalszej analizie
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Sledzimy trwatos¢ najdtuzej zyjacej klasy p* = maxp(y), ktéra stanowi wskaznik obecnosci cyklu
Y

w zrekonstruowanej przestrzeni [6].

Sliding window

Obliczanie homologii z portretu fazowego catego uktadu nie dostarcza informacji o zmianach
w czasie. Dlatego kluczowym narzedziem zastosowanym w tym celu jest technika okna
przesuwnego (sliding window). Szereg czasowy dzielony jest na naktadajgce sie okna o szerokosci
W =1800dni i kroku s = 100 dni. Wartoéci te dobrane zostaty empirycznie, gwarantujgc
dostateczng szerokos¢ okna wykrywajgcg obecny cykl. Dla j-tego okna definiujemy chmure punktow
X; = {x(t): i € [Js, js + W)} (przedziat lewostronnie domkniety) i obliczamy p; = mﬁxp(y)

na kompleksie VR.(X;). Sygnat p*(t) = {p;} interpretujemy jako wskaznik bifurkacji. Gwattowny
spadek p* do zera sygnalizuje zanik cyklu granicznego i utrate wrazliwosci guza na terapie.

Obliczenia przeprowadzone zostaty w jezyku Python za pomocg bibliotek Ripser [7] i Giotto-
TDA [8], ktére postuzyty do wyznaczenia parametrow zanurzenia Takensa oraz obliczenia homologii
persystentne;.

Wyniki

Analiza przeprowadzona zostata dla danych pacjenta nr 7 [2], wykazujgcego wielocykliczng
odpowiedz na terapie, co umozliwia analize dtugoterminowej dynamiki ukfadu i detekcje bifurkacji
przed utratg skutecznosci leczenia.

Rysunek 1 przedstawia zrekonstruowany portret fazowy oraz diagram persystencji dowodzgce
obecnosc¢ cykli w uktadzie.

Portret fazowy Diagram persystencji
220001 o poczatek H
® Koniec . 0 .
200001 w . H,
g
_ 18000 L o
2 =
wn
Iaa) 16000+ ‘E
+ E .
+ 14000+ ©
< ©
wn o .
Q. 120001 ~
ud
@ .
10000 ; E .
.4 ‘wn o%%
8000+ I'!;:
8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000 22000 o 2000 B0
PSA (t) Narodziny (Parametr filtracji )

Rys. 1. Portret fazowy zrekonstruowany metodg Takensa-Starka (z lewej strony)
oraz odpowiadajgcy mu diagram persystencji (z prawej strony).
Punkt odlegly od przekatnej wskazuje na obecnosc¢ trwatego cyklu w odpowiednim wymiarze.
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Rysunek 2 przedstawia wynik dziatania detektora topologicznego. Klasyczny wykres stezenia
PSA pozostaje przez blisko 10000 dni pozornie stabilny — oscylacje nie wykazujg zadnych anomalii
dostrzegalnych metodami klinicznymi, a guz stabilizuje sie na poziomie 20000, po nagtej ucieczce
subpopulacji lekoopornej. Sygnat p(t) rejestruje natomiast stopniowg degradacije trwatosci najdtuzej
zyjacej klasy H, juz przed dniem 10000, a gwattowny spadek p* do zera w okolicach tego momentu
wskazuje na zanik cyklu granicznego i bifurkacje uktadu.

Topologiczny detektor mutacji (Persystencja H)

ncja
T I I
o u o u o
S © © © o
S © o & o

Max H, Persystenc
w
(=]
o

i
!
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1

o

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Czas [dni]

Dynamika guza (Stezenie PSA)
22000 1

20000
<
&5 18000
Q.
@ 16000
c
S 14000
N
212000

10000
8000 1

1
0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500
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Rys. 2. Sygnat p*(t) maksymalnej trwatosci H, (na gorze) oraz stezenie PSA w czasie (na dole).
Pionowa linia przerywana oznacza moment wykrytego zaniku cyklu — widoczny w sygnale topologicznym,
nieobserwowalny w klasycznym sygnale PSA(t) .

Przedstawione wyniki wskazujg, ze sygnat p(t) moze stanowi¢ czuty wskaznik zblizajgcej sie
bifurkacji, wykrywalnej w sygnale topologicznym wczes$niej niz w klasycznym monitorowaniu PSA.

Whioski

Zaproponowana metoda jest odporna na monotoniczng deformacje sygnatu i nie wymaga
zmudnego doboru parametrow, co stanowi istotng zalete w kontekScie zaszumionych danych
klinicznych. Gtéwnym ograniczeniem podejscia jest zapotrzebowanie na geste serie czasowe:
pomiary PSA wykonywane co kilka tygodni nie pozwalajg na petng rekonstrukcje przestrzeni
fazowej. Perspektywicznym rozwigzaniem sg metody interpolacji oraz nieinwazyjne urzadzenia
monitorujgce biomarkery w sposob ciggly. Dalsze prace powinny objg¢ walidacje metody na
rzeczywistych danych klinicznych, poréwnanie z alternatywnymi metodami detekcji bifurkacji oraz
rozszerzenie aparatu topologicznego o zigzag persistence — wariant homologii persystentnej
pozwalajgcy analizowaé sekwencje zmieniajgcych sie w czasie kompleksow symplicjalnych.

r S IFE)
Pf’;t Politechnika todzka ;

weela




39

wP MathUp

Matematyki

Literatura

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
(8]

Gatenby R.A., Silva A.S., Gillies R.J., Frieden B.R.: Adaptive therapy, Cancer Res., vol. 69, no. 11,
pp. 4894-903, 2009

Zhang J., Cunningham J.J., Brown J.S., et al.: Integrating evolutionary dynamics into treatment of
metastatic castrate-resistant prostate cancer, Nat. Commun., vol. 8, 1816, 2017

Takens F.: Detecting strange attractors in turbulence, Lecture Notes in Mathematics, vol. 898, pp.
366-381, Springer, 1981

Stark J., Broomhead D., Davies M., et al.: Delay Embeddings for Forced Systems. Il. Stochastic
Forcing, J. Nonlinear Sci., vol. 13, pp. 519-577, 2003

Edelsbrunner H., Letscher D., Zomorodian A.: Topological persistence and simplification, Discrete
Comput. Geom., vol. 28, no. 4, pp. 511-533, 2002

Zomorodian A., Carlsson G.: Computing persistent homology, Discrete Comput. Geom., vol. 33, pp.
249-274, 2005

Bauer U.: Ripser: efficient computation of Vietoris—Rips persistence barcodes, J. Appl. Comput.
Topology, vol. 5, pp. 391-423, 2021

Tauzin G., Lupo U., Tunstall L., et al.: giotto-tda: A Topological Data Analysis Toolkit for Machine
Learning and Data Exploration, arXiv:2004.02551, 2020

: @ FE)
PE:[;L Politechnika todzka y

weela




40

LjR) Mathup

Matematyki

FROM EQUATION TO DOSE:
THE MATHEMATICS BEHIND PERSONALIZED MEDICINE

Maria JEDRZEJEWSKA
Politechnika t.6dzka, t.6dz

Introduction

This article presents the mathematical modelling behind the safety and effectiveness of drug
use. These models provide a way to describe pharmacokinetic processes and predict how drug
concentration changes over time. This makes them a useful tool for understanding the relationship
between drug administration and its effects on the human body. The aim of this article is to show
how such models can support appropriate dosing and contribute to the development of personalized
medicine [1].

Basics of Pharmacokinetics

Pharmacokinetics is the branch of pharmacology that quantitatively describes the fate of a drug
within a living organism following its administration. It encompasses four primary processes:
absorption, distribution, metabolism, and excretion, collectively referred to as ADME.

Absorption: The process by which a therapeutic agent moves from its site of administration (e.g.,
oral, topical, or intravenous infusion) into the systemic circulation. The rate at which the drug enters
the bloodstream is characterized by the absorption rate constant (K,).

Distribution: The movement of drug molecules from the vascular space into various tissues and
organs, which depends on cell membrane permeability and plasma protein binding affinity. The
extent of distribution is quantified using the volume of distribution (V;), a theoretical volume of fluid
required to contain the total amount of drug at the same concentration as in the plasma.

Metabolism: The enzymatic biotransformation of the parent drug into active or inactive
metabolites, primarily occurring in the liver.

Excretion: The irreversible elimination of the drug and its metabolites from the body, principally
mediated via renal filtration into urine. The capacity of the body to eliminate the drug is defined by
clearance (CL), which represents the volume of plasma completely cleared of the drug per unit of
time [2].

Mathematical Models in Pharmacokinetics

Mathematical models are used in pharmacokinetics to simplify the complex processes that occur
after a drug is administered. Since it is not possible to directly observe the movement of individual
drug molecules throughout the body, mathematical equations can be used to describe changes in
drug concentration over time. These models are based on assumptions about drug absorption,
distribution, metabolism, and excretion and allow pharmacokinetic parameters to be estimated from
experimental data [3].
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One-compartment model

The one-compartment model is a simplified mathematical representation of the body, in which
a drug is assumed to be instantaneously and uniformly distributed throughout a single compartment.
This model does not represent the anatomical structure of the body but provides a simple way to
describe changes in drug concentration over time. The amount of drug in the compartment can be
expressed as:

A=V,C,

where A is the amount of drug in the body, V, is the apparent volume of distribution, and C is the
drug concentration.

Assuming first-order elimination, the rate of drug elimination is proportional to the amount of
drug present in the compartment. This relationship can be described by the following differential
equation:

dA
pr —kA,

where k is the elimination rate constant.

Drug dose Central Elimination
Compartment

Fig.1. One-compartment model.

The differential equation can be solved by separating the variables:
! dA = —kdt
LdA= .

Then, we integrate both sides which gives:
InA=—-kt+C, C€R.

Next, we apply the exponential function to both sides:

elnd — o—kt+C
Therefore:
A = e Kt+C
Since e€ is a constant, we can write:
A= Ajek,

where 4, is the initial amount of drug.
Using the relationship A = V;C and denoting €, = 3—2 as the initial concentration, we can obtain the

concentration as a function of time.
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C(t) = Coe ™ ¢, (1)

Equation (1) is the concentration-time equation for a one-compartment model with first-order
elimination. It shows that the concentration decreases exponentially as time increases.

100 +
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70 4
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50 A
40 +
30 A
20 A

10}

0

Concentration (% of maximum)

0 1 2 3 ks 5 6 ¢ a

Time (elimination half-lives)

Fig.2.Drug concentration over time. Source: [4]

Half-Life

The half-life (t,,,) is the time required for the concentration of a drug in the body to decrease by
50%. Setting C(t,,) = 5 Co in Equation (1) yields:

1 _
ECO = Coe ktl/z.

Dividing both sides by Cj:

l — e_ktl/z.
Taking the natural logarithm of both sides:

1
ln (E) = _ktl/z - —1n2 = _ktl/Z'

Solving for ¢, /, gives:

In2 0.693

lijp=—F"= .
1/2 K k

The half-life is inversely proportional to the elimination rate constant. Therefore, a higher
k results in a shorter half-life and faster drug elimination, while a lower k leads to a longer half-life.
Half-life is an important pharmacokinetic parameter because it helps determine the appropriate
dosing interval.
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Therapeutic Window

The therapeutic window represents the range of drug concentrations between the minimum
effective concentration (MEC) and the minimum toxic concentration MTC).

Below this range, the drug concentration may be insufficient to produce the desired therapeutic
effect, whereas concentrations above it may increase the risk of toxicity [3]. Mathematical
pharmacokinetic models can be used to predict changes in drug concentration over time and to
determine an appropriate dose and dosing interval. This is particularly important for drugs with a
narrow therapeutic window, for which relatively small changes in drug concentration can result in
either insufficient therapeutic effect or toxicity.

For a drug undergoing first-order elimination, the time required for the concentration to decrease
from the minimum toxic concentration to the minimum effective concentration, denoted by 7 can be
expressed as [3]:

1 MTC
T==In (—)
k \MEC

where k is the elimination rate constant.

Repeated Dosing

When a drug is administered repeatedly, each new dose is added to the amount of drug
remaining in the body from previous doses. This produces fluctuations between peak and trough
concentrations. With regular dosing, the drug concentration gradually approaches a steady state.

The dosing interval is closely related to the drug’s half-life, as it determines how much drug
remains in the body when the next dose is administered. The aim of repeated dosing is to maintain
drug concentrations within the therapeutic window, avoiding both ineffective concentrations and toxic
levels.

Steady State

Steady state is reached when the average rate of drug administration is equal to the average
rate of drug elimination. At this point, the average drug concentration remains constant over time,
although peak and trough concentrations may still occur with repeated dosing.

For drugs following first-order elimination, steady state is typically reached after approximately
4-5 half-lives. The time required to reach steady state depends mainly on the drug’s half-life and is
generally independent of the dose.

At steady state, the average drug concentration can be described as:

F-D
Cavg,ss = m'

where F is bioavailability, D is the dose, CL is clearance, and 7 is the dosing interval.
The maximum (Cyqyx,ss) @nd minimum (Cp,in ss) Plasma concentrations at steady state are given
by:

Co
Cmax,ss - 1 _ e_kT’

— -kt
Cmin,ss - Cmax,sse
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To ensure safety and efficacy, the dosing regimen should maintain drug concentrations within the
therapeutic window:
MEC < Cpinss < Cmaxss < MTC.

Maintaining these conditions helps achieve a consistent therapeutic effect while reducing the risk of
toxicity.

Minimum Toxic Concentration (MTC)

Drug concentration

Minimum Effective Concentration (MEC)

Time

Fig.3. Therapeutic window and dosing interval. Source: [5]

Two-compartment model

The two-compartment model is used when drug distribution into tissues is not instantaneous
and cannot be adequately described by a one-compartment model. It divides the body into a central
compartment (blood and highly perfused tissues) and a peripheral compartment (slower distributing
tissues).

Central

[ Peripheral
Compartment <IQZ| compartment

elimination

Fig.4. Two-compartment model.

For the Central Compartment:

dA;
W = ky147 — k1241 — k1041
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For the Peripheral Compartment:

dA

d_tz = k1241 — ka14;,

where

Ay, A, amount of drug in the central and peripheral compartments, respectively,

kq,, ko first-order transfer rate constants between central and peripheral compartments,
kqo (or k,;): first-order elimination rate constant from the central compartment.

Solving this system for the amount of drug in the central compartment, A4, (t), yields:
A(t) = Yie % + Yye Pt

where

Y; and Y, are the mathematical intercepts for the distribution and elimination phases at t = 0.

The total amount of drug in the body at any given time is given by A; 14 (t) = A1 (t) + A, (t).

The constants a and S are hybrid rate constants defined as follows:

Alpha (a) describes the rapid initial decline in plasma concentration, governed primarily by drug
transfer from the central to the peripheral compartment.

Beta (B) represents the slower decline corresponding to true drug elimination after a pseudo-
equilibrium between compartments is established.

Plasma Concentration

Beta 8
(Elimination Phase)
Alpha
(Distribution

Phase) Bea

(Elimination Phase)

Log Concentration (Cy/C)

Time

Fig.5. Two-compartment pharmacokinetic model showing plasma concentration over time after intravenous
administration, featuring the alpha « distribution phase and beta § elimination phase. Source: [6]

Conclusions

Pharmacokinetic mathematical modelling plays a fundamental role in moving away from
standard, "one-size-fits-all" dosing regimens towards the concept of personalized medicine. By
replacing empirical dosage adjustments with deterministic equations, clinicians and pharmacologists
can predict drug concentration profiles in plasma over time.

The single - and two-compartment models discussed in this article demonstrate how
mathematical tools - such as ordinary differential equations, rate constants (k,k,,,k,;), and
pharmacokinetic parameters (t/,,CL,Vy) - allow us to tailor therapy to individual physiological
needs:
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Optimizing the Therapeutic Window: Mathematical formulations can be used to determine the
appropriate dosing interval (7) and steady-state boundaries (Cyygs5), minimizing the risk of adverse
toxic effects while ensuring optimal drug efficacy.

Addressing Patient Variability: Individual patient characteristics (e.g., clearance impaired by
renal function, variations in volume of distribution, or unique metabolic rates) can be directly
integrated into these equations to adjust doses safely.

Model-Informed Precision Dosing (MIPD): Advanced mathematical frameworks serve as the
foundation for modern MIPD computational tools, allowing clinicians to simulate drug accumulation
under repeated dosing schedules prior to therapy onset.

In conclusion, mathematics bridges the gap between biological complexity and targeted
pharmacological action. As personalized medicine continues to evolve, mathematical modelling
remains an indispensable pillar for creating patient-specific dosing regimens that maximize
therapeutic success and enhance patient safety.
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JAK MATEMATYKA URATOWALA ZDJECIA JOWISZA?

Jan KOCIERZ

Politechnika Krakowska im. Tadeusza Kosciuszki, Krakow

Wstep

Algebraiczna teoria kodowania stanowi fundament niezawodnej komunikacji cyfrowej.
W srodowiskach o wysokim poziomie zaktdcen, takich jak przestrzen kosmiczna, przesytane sygnaty
narazone sg na losowe btedy. Rozwigzaniem tego problemu sg kody korekcyjne, ktére poprzez
wprowadzenie precyzyjnej struktury algebraicznej i nadmiarowosci pozwalajg na odtworzenie
pierwotnej informacji bez koniecznosci jej retransmisji. Sonda Voyager 1, kidra wyruszyta
w przestrzen kosmiczng 5 wrzednia 1977 roku, miata za zadanie przestaé pierwsze w historii
precyzyjne zdjecia Jowisza. Transmisja odbywata sie przy uzyciu nadajnika o mocy zaledwie 20
watéw na dystansie setek milionow kilometréw. Niniejszy artykut przedstawia, jak zastosowanie
odpowiednich struktur algebraicznych uchronito przesytane dane przed bezpowrotnym
uszkodzeniem.

Model kanatu transmisyjnego

Zanim przejdziemy do bardziej szczegdtowych rozwazan dotyczgcych kodow korekcyjnych,
nalezy zdefiniowaé¢ srodowisko w ktérym porusza sie sygnat. Aby komputer mogt zinterpretowac
zdjecie, musi oczywiscie odebrac cigg bitow. Proces przesytania tej informacji z punktu A do punktu
B mozna opisa¢ za pomocg schematu blokowego kanatu transmisji przedstawionego na rysunku 1.

ZRODLO KANAL TRANSMISJI
INFORMACJI (ZAKLOCENIA) BEg CDBIORCA

Rys. 1. Schemat blokowy kanatu transmisji. Opracowanie wtasne.

Sygnat generowany przez zrédto informacji (w omawianym przez nas kontekscie bedzie to kamera
sondy) trafia do kodera. Jego zadaniem jest wprowadzenie do wiadomosci nadmiarowosci, ktéra
zabezpieczy dane przed skutkami zaktocen. Tak zakodowana informacja emitowana jest do kanatu
transmisyjnego, w ktorym podlega losowemu dziataniu szumu.

Binarny kanat symetryczny
Do opisu zjawiska powstawania btedow w tego typu transmisji mozemy wykorzysta¢c model

binarnego kanatu symetrycznego. Kanat ten operuje na dwuelementowym alfabecie {0,1}.
Zaktadamy, ze btedy dla poszczegdlnych bitéw wystepujg niezaleznie od siebie z okreslonym
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prawdopodobienstwem przektamania p. Symetria kanatu oznacza, ze prawdopodobienstwo btedne;j
zamiany zera na jedynke jest rowne prawdopodobienstwu zamiany jedynki na zero, co mozemy
zapisac¢ w postaci:

P(y=1x=0) = P(y=0|x=1) = p,

gdzie x oznacza bit nadany, a y odebrany. Préba bezposredniej transmisji surowych danych przez
binarny kanat symetryczny bez zastosowania kodowania prowadzitaby do utraty informacji. Z tego
wzgledu zaszumiony sygnat z kanatu trafia ostatecznie do dekodera, ktory wykorzystuje natozong
w koderze strukture algebraiczng w celu zrekonstruowania pierwotnej wiadomosci.

Binarne kody liniowe i przestrzen Hamminga

Rozwazania nad algebraiczng teorig kodowania nalezy rozpoczgé od zdefiniowania
podstawowych struktur algebraicznych. Podstawowg strukturg umozliwiajgcg korekcje bteddéw sg
binarne kody liniowe. Zakodowane wiadomosci traktujemy jako wektory w n-wymiarowej przestrzeni
wektorowej nad dwuelementowym ciatem Z, = {0,1}.

Definicja 1. Binarnym kodem liniowym K o parametrach (n,k) nazywamy k-wymiarowg
podprzestrzen liniowg przestrzeni wektorowej Z%.

Elementy tej podprzestrzeni bedziemy nazywac stowami kodowymi. Parametr n oznacza
catkowitg dtugosc¢ stowa kodowego, natomiast k to dtugosé wiasciwej wiadomoséci zakodowanej
w tym stowie. Rdznice r = n — k nazywamy nadmiarowos$cig kodu.

Dowolny binarny kod (n, k)-liniowy mozna jednoznacznie opisaé za pomoca jego macierzy
generujgcej G o wymiarach k x n. Wiersze macierzy G sg liniowo niezalezne i stanowig baze
podprzestrzeni K. Proces kodowania wiadomosci m € Z¥ realizowany jest poprzez mnozenie
c=m-G, gdzie c € K. Zastosowanie w tym miejscu podprzestrzeni liniowej zapewnia, ze
kombinacja liniowa dowolnych stéw kodowych réwniez jest stowem kodowym. W przypadku
podprzestrzeni nad dwuelementowym ciatem Z, jedynymi skalarami sg 0 i 1. Oznacza to, ze
warunek ten sprowadza sie do tego ze jesli¢;,c, € K, to ¢, + ¢, € K. Zobrazujemy to na przyktadzie
binarnego kodu (3,2)-liniowego.

Przyktad 1. Rozwazmy liniowg funkcje kodujgcg f:7Z3 — Z3, ktéra do 2-bitowej wiadomosci
dopisuje jeden bit parzystosci, tworzgc 3-bitowe stowo kodowe:

£(00) = 000,
£(01) = 011,
£(10) = 101,
F(11) = 110.

Obraz tej funkcji jest naszym kodem liniowym K, czyli zbiorem wszystkich poprawnych stow
kodowych. Mamy wiec K = {000,011,101,110}. Zgodnie z wczes$niejszymi uwagami mozemy tatwo
zweryfikowaé, ze K faktycznie stanowi podprzestrzen liniowg przestrzeni Z3. Zbioér ten zawiera
wektor zerowy, a dodanie do siebie dowolnych dwdch niezerowych wektorow zawsze daje w wyniku
trzeci niezerowy wektor nalezgcy do K:
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101 +110 =011
011+ 110=101
011+ 101 = 110.

Poniewaz K to przestrzen dwuwymiarowa, do jej rozpiecia potrzebujemy dwoch liniowo
niezaleznych wektorow, ktére utworzg jej baze. Takg baze mogg stanowi¢ wektory 101 oraz 011,
odpowiadajgce zakodowanym wiadomosciom 10 oraz 01. Kod K mozemy zapisa¢ o wiele krocej,
uzywajgc wytacznie macierzy generujgcej G, w ktorej wierszach umieszczamy wektory bazowe:

Ge=ly 7 il

Mnozac dowolny dwubitowy wektor przez macierz G, otrzymamy odpowiadajgce mu stowo kodowe.
Przyktadowo, jesli chcemy zakodowaé wiadomos$¢ m = [1,1] wykonujemy mnozenie wektora przez
macierz w ciele Z,:

1 0 1

c=m-GK=[1,1]-0 1 1

] = [1,1,0]

Uzyskany wektor ¢ =[1,1,0] jest poprawnym stowem kodowym, co jednoznacznie pokrywa sie
z wartoscig zdefiniowanej funkcji f(11) = 110.

Aby jednak oceni¢ efektywnos¢ tak zdefiniowanej operacji kodowania w radzeniu sobie
z zaktéceniami kanatu, na przestrzen Z% nalezy natozyé strukture metrycznag. W teorii kodowania
kluczowg role odgrywa w tym miejscu metryka Hamminga.

Definicja 2. Odlegtoscia Hamminga d(x,y) dwéch wektorow x,y € Z} nazywamy liczbe
wspotrzednych, na ktérych sie one réznig, a wiec

dx,y) = I{i: x; # yi}l.
Definicja 3. Przestrzen metryczng (Z}, d) nazywamy przestrzenig Hamminga.

Dysponujgc tak okreslong metryka, jesteSmy w stanie zdefiniowa¢ najwazniejszy parametr
kazdego kodu korekcyjnego, ktory determinuje jego site i skuteczno$¢ w zaszumionym kanale.

Definicja 4. Rozstep d* kodu K c Z7 to najmniejsza odlegtos¢ Hamminga miedzy dwoma réznymi
stowami tego kodu:

d* = min{d(x,y):x,y € K,x # y}.

Intuicyjnie, im wieksza jest wartos¢ rozstepu d*, tym kod jest bardziej odporny na zaktocenia.
Wieksza odlegtos¢ miedzy poprawnymi stowami kodowymi oznacza bowiem, ze potrzeba wiekszej
liczby przektaman w kanale transmisyjnym aby jedno stowo kodowe zostato btednie odebrane jako
inne, wprowadzajgc dekoder w btad.

Przyktad 2. Obliczmy rozstep dla analizowanego w przyktadzie 1 kodu K. Sprawdzajgc odlegtosc
Hamminga miedzy dowolnymi parami réznych stéw kodowych (na przyktad d(000,011) = 2,
d(011,101) = 2, d(000,110) = 2), zauwazamy, ze zawsze réznig sie one na dokfladnie dwoéch
pozycjach. Zatem rozstep kodu K wynosi d* = 2.

M
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W tym miejscu nalezy przywotac twierdzenie, ktore precyzuje zalezno$¢ pomiedzy rozstepem kodu
a jego zdolnoscig do naprawy uszkodzonych przy transmisji bitow.

Twierdzenie 1. Binarny kod liniowy o rozstepie d* pozwala na skorygowanie co najwyzej t btedow
powstatych w jednym stowie kodowym, jesli spetniona jest nieréwnosc:

d*>2t+1 [1].

Maksymalng wartos¢ parametru t spetniajgcg te nierbwnos¢ nazywamy zdolnoscig korekcyjng
danego kodu. Zaleznos¢ z twierdzenia 1 najtatwiej objasnic¢, odwotujgc sie do geometrii przestrzeni
Hamminga. Wprowadzmy jeszcze w tym kontekscie pojecie kuli.

Definicja 5. Kulg domknietg w przestrzeni Hamminga, o $rodku x € Z% i promieniu t € {0, ..., n}
nazywamy zbior:

B.(x) ={y € Z}:d(x,y) < t}.

Jesli ¢ € K jest poprawnym stowem kodowym, to kula B,(c) sktada sie ze wszystkich mozliwych
zaszumionych wariantow tego stowa, w ktorych wystgpito co najwyzej t btedow. Mozemy zatem
powiedzie¢, ze proces kodowania wiadomosci opiera sie na Kryterium najblizszego
sgsiada — odbiorca przyporzadkowuje zaszumionemu sygnatowi to stowo kodowe, ktore rozni sie od
niego na najmniejszej liczbie wspotrzednych. Aby korekcja co najwyzej t bteddw byta jednoznaczna,
kule domkniete o promieniu t i Srodkach bedgcych elementami podprzestrzeni K muszg by¢ parami
roztgczne. Wynika z tego, ze minimalna odlegtos¢ miedzy stowami kodowymi tych kul musi wynosi¢
Co najmniej 2t + 1.

Przyklad 3. Aby to lepiej zobrazowaé rozwazmy trywialny kod z powtdrzeniami o dtugosci
3 sktadajgcy sie z dwdch poprawnych stéw kodowych: K = {000,111}. Rozstep tego kodu wynosi
d* = 3. Zgodnie z twierdzeniem 1, kod ten gwarantuje korekcje t = 1 btedu. Skonstruujmy kule
domkniete o promieniu 1 wokét obu poprawnych stéw kodowych:

B,(000) = {000,001,010,100},
B,(111) = {111,110,101,011}

Zauwazmy, ze kule te sg catkowicie roztgczne. Zatézmy teraz, ze nadawca wysyta stowo 000, ale
szum transmisyjny przektamuje $rodkowy bit. Odbiorca rejestruje zaszumiony cigg y = 010.
Dekoder sprawdza, do ktorej kuli nalezy ten wektor. Poniewaz 010 lezy wewnatrz B, (000), dekoder
przyporzgdkuje zaszumionemu sygnatowi Srodek tej kuli. Wystana wiadomos¢ zostaje poprawnie
odczytana jako 000. Roztgczne kule dajg zatem gwarancje, ze dopéki liczba przektaman w kanale
nie przekroczy t, zaszumiony sygnat nie zostanie btednie zinterpretowany jako inne poprawne stowo
kodowe.

Ograniczenia Hamminga i kody doskonate

Wydtuzanie stéw kodowych poprawia korekcje, ale spowalnia transmisje, co chociazby przy
stabym nadajniku sondy Voyager 1 byto niedopuszczalne. Optymalnego rozwigzania nalezy szuka¢
wiec w geometrii przestrzeni Hamminga i idealnym upakowaniu kul. Skoro kule wokdt poprawnych
stébw kodowych muszg by¢ parami roztgczne, suma ich ,objetosci” (tzn. liczb elementéw) nie moze
przekracza¢ liczby wszystkich mozliwych wektorow. Stagd mamy nastepujgce twierdzenie.
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Twierdzenie 2. Dla kazdego binarnego kodu o dtugosci n, wymiarze k oraz zdolnosci korekcyjnej t
zachodzi nastepujgca nieréwnosg¢:

2kt o(f) < 2m 13].
Okazuje sie, ze istniejg kody, ktére ,szczelnie wypetniajg” catg dostepng przestrzen.
Definicja 6. Kod (n, k)-liniowy korygujgcy t btedéw nazywamy doskonatym, jesli spetnia rownosé

2k f:o(ril) =2"

Kod Golaya

Jedynym kodem doskonatym, ktéry koryguje wiecej niz jeden btad jest kod Golaya [4]. To on
okazat sie rozwigzaniem problemu ograniczonej przepustowosci kanatu transmisyjnego sondy
Voyager. Parametry tego kodu to (23,12), co oznacza, ze 12-bitowa wiadomos¢ jest kodowana
w postaci 23-bitowego bloku. Rozstep tego kodu wynosi d* = 7. Podstawiajgc te wartos¢ do warunku
z twierdzenia 1 stwierdzamy, ze kod §G,; gwarantuje korekcje t = 3 bteddw.

Fakt, ze kod G,3 jest kodem doskonatym, mozna tatwo udowodni¢. Podstawiajgc parametry
kodu do lewej strony rownania z definicji 6, otrzymujemy:

23 23 23 23
22[(2) 4 (%) + (B) + (B)| - 22+ 234 253 4 1770 = 22 2 = 22

Bedac kodem doskonatym kod G, 5 rozbija przestrzen Z33 na kule o promieniu 3. Wykorzystanie tego
faktu zagwarantowato maksymailng efektywnos¢ przesytu danych w ograniczonych warunkach misiji
Voyager 1.

Mimo ze kod Golaya §,; jest kodem doskonatym, to w praktyce ograniczenia sprzetowe
wymogty dodanie do niego jednego bitu parzystosci. Byto to spowodowane architekturg komputeréw
poktadowych sondy Voyager. Utworzony w ten sposob rozszerzony kod Golaya §,, ma parametry
(24,12). Chociaz nowa struktura przestata spetnia¢ ograniczenie Hamminga z réwnoscig, to lepiej
dopasowata sie do ograniczen sprzetowych. Rozstep wzrést do d* = 8.

Zgodnie z twierdzeniem 1, kod G,, zachowat wiec zdolnos¢ korekcji do co najwyzej 3 btedow

Cyklicznos¢ kodu Golaya

Zasadniczym problemem dotychczasowego podejscia byla roéwniez jego ztozonosé
obliczeniowa. Kodowanie wiadomosci oparte na zwyklym mnozeniu przez macierz generujgca
przekraczato oOwczesne mozliwosci sprzetowe. Rozwigzanie tego problemu znaleziono
w kolejnej wiasnosci kodu Golaya, jakg jest cyklicznosc.

Definicja 7. Kod liniowy K c Z} nazywamy cyklicznym, je$li dla dowolnego stowa kodowego
(co, €1, werrCp_1) € K réwniez (c,_1,€q, €1, - Cn—z) € K.

Przyktad 4. Aby zilustrowaé te wtasnosc¢, powréEmy do analizowanego w przyktadzie 1 kodu K =
{000,011,101,110}. Weryfikacja przesunie¢ cyklicznych (w prawo) dla poszczegdlnych elementéw
tego zbioru daje nam nastepujace rezultaty:

000 » 000 €K
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011> 101 €K
101 » 110 e K
110 » 011 e K

Poniewaz przesuniecie cykliczne dowolnego wektora zawsze generuje poprawne stowo kodowe
nalezace do wyjsciowego zbioru K, mozemy stwierdzi¢, ze jest to kod cykliczny.

Wiasnosc, jaka jest cyklicznos¢é pozwala na utozsamienie stow kodowych zapisanych jako
wektory z pewnymi wielomianami w pier$cieniu ilorazowym Z,[X]/(X™ — 1) [3]. W przypadku kodu
Golaya oznacza to, ze caty kod G,; moze by¢ woéwczas wygenerowany przez jeden wielomian
generujacy g(X) stopnia 11. Wielomian ten przyjmuje postac:

gX) =X+ X104+ X6 4 X5+ X* + X2 + 1.

Zastosowanie tej reprezentacji pozwolito na radykalng zmiane w implementacji inzynieryjnej. Proces
kodowania wiadomosci m(X) polega w tej metodzie wytgcznie na mnozeniu wielomiandw:
c(X) =m(X)-g(X). Sprzetowo, mnozenie wielomianébw w takim uktadzie redukuje sie do
zastosowania prostego rejestru przesuwnego ze sprzezeniem zwrotnym, sktadajgcego sie z bramek
logicznych XOR. W praktyce system pokladowy najpierw btyskawicznie generowat 23-bitowe stowo
korzystajac z cyklicznosci, a dopiero na kohcu procesu doklejat do niego bit parzystosci.

Podsumowanie

Bezposrednia transmisja sygnatu o niskiej mocy przez zaszumiony kanat prowadzi do utraty
informaciji. Niniejszy artykut pokazat, ze wprowadzenie odpowiednich struktur algebraicznych nad
ciatem Z, oraz wykorzystanie kodéw korekcyjnych — w szczegdélnosci kodu Golaya — pozwala na
skuteczng rekonstrukcje oryginalnej wiadomosci. Sukces misji Voyager 1 potwierdza, ze narzedzia
z dziedziny algebry stanowig fundament budowy systeméw telekomunikacyjnych.
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WPLYW GEOMETRII NA LUMINESCENCJE KROPEK
KWANTOWYCH W UJECIU TEORETYCZNYM | APLIKACYJNYM

Alan MARCINIAK
Politechnika t.6dzka, t.6dz

Wstep

Wspodtczesna nanotechnologia oraz inzynieria materiatowa w obszarze struktur
niskowymiarowych — a w szczegodlnosci zerowymiarowych — redefiniujg klasyczne podejscie do
analizy wtasciwosci fizykochemicznych materii. Gléwnym obiektem niniejszych rozwazan sg kropki
kwantowe (ang. quantum dots, QDs) ze szczegdélnym uwzglednieniem grafenowych (ang. graphene
quantum dots, GQDs) — nanometryczne krysztaty potprzewodnikowe, ktérych fizyczny rozmiar
miesci sie zazwyczaj w przedziale od 2 do 10 nm. Ograniczenie przestrzenne nosnikéw fadunku we
wszystkich trzech kierunkach przestrzennych prowadzi do ujawnienia sie efektu uwiezienia
kwantowego (ang. quantum confinement effect). Skutkuje to reorganizacjg struktury pasmowe;j
materiatu, przejawiajgcg sie dyskretyzacjg gestosci standw energetycznych. Makroskopowym
efektem tego zjawiska jest silna zaleznos¢ wiasciwosci optoelektronicznych — w tym zdolnosci do
luminescencji pod wptywem wzbudzenia promieniowaniem ultrafioletowym (UV) - od
geometrycznego rozmiaru nanoczgstki.

Fizyczny i matematyczny model sferycznej studni potencjatu

W ujeciu teoretycznym kropke kwantowg modeluje sie najczesciej jako czgstke (elektron lub
dziure) uwieziong w tréjwymiarowej, sferycznie symetrycznej studni o nieskorniczonym potencjale
i promieniu R. W klasycznym materiale litym pasma energetyczne (walencyjne i przewodnictwa)
wykazujg charakter ciggty. W momencie, gdy promien nanokrysztatu R staje sie mniejszy lub
poréwnywalny z efektywnym promieniem Bohra ekscytonu dla danego pétprzewodnika, swoboda
ruchu nos$nikow zostaje drastycznie ograniczona. Z punktu widzenia mechaniki kwantowej oznacza
to, ze funkcje falowe czgstek musza spetnia¢ sztywne warunki brzegowe i znika¢ na granicy kropki.

Zmniejszenie wymiaréw studni potencjatu powoduje relatywny wzrost energii kinetycznej
uwiezionych w niej czgstek. W efekcie, im mniejszy jest promien kropki kwantowej, tym szerokosé
efektywnej przerwy energetycznej staje sie wieksza, co bezposrednio determinuje wiekszg energie
(a wiec mniejszg dtugosc fali) emitowanego fotonu podczas rekombinacji. Matematyczny opis tego
stanu uzyskuje sie poprzez rozwigzanie stacjonarnego réwnania Schrdodingera dla czgstki
w sferycznej studni potencjatu. Dozwolone stany energetyczne dla elektronu E, oraz dziury Ej
wyrazajg sie odpowiednio wzorami [1]:

dla elektronu:
_ h? Przz,z
nt = 2m,R?%

dla dziury:

2 2
_ h pn,l
nl Zde 2’
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gdzie:
h — zredukowana stafa Plancka (7 = %),

m, | my— efektywne masy odpowiednio elektronu i dziury w danym materiale,

n — gtébwna liczba kwantowa (n = 1, 2,3, ...),

[ — orbitalna liczba kwantowa (I = 0,1,2,...,n — 1),

pn, — Pierwiastki sferycznych funkcji Bessela, wynikajgce z warunkow brzegowych.

Z powyzszych zaleznosci wynika kluczowa dla nanostruktur odwrotna proporcjonalnosé
kwadratowa energii od promienia kropki. W najprostszym przyblizeniu catkowita energia przejscia
Eirans stanowitaby sume energii przerwy wzbronionej materiatu litego E; oraz energii kwantyzaciji

obu nosnikéw [1]:
Etrans = Eg + Eo + Ep,.

Podejscie to ignoruje jednak oddziatywania elektrostatyczne. W ograniczonej przestrzeni
nanokrysztatu nie mozna poming¢ energii przyciggania kulombowskiego pomiedzy elektronem
a dziurg, tworzgcymi powigzany stan ekscytonowy. Petny model teoretyczny uwzgledniajacy te
korekte sformutowat profesor Louis Brus [2]:

P11 1,8¢2

48 = (o ) " Tr R
2R? \m, my,/ 4-m-e-& R

gdzie:

AE— energia przejscia kwantowego,

e —tadunek elementarny,

&9 — przenikalnosc¢ elektryczna prozni,

&, — stata dielektryczna materiatu kropki.

2 -2
We wzorze Brusa wyrazenie hZTn;(mi-l_mL) nazywane dalej czionem kwantyzacyjnym

e h
i oznaczone literg T, reprezentuje opisang wczesniej energie kinetyczng wynikajgcg z uwiezienia

2

y

kwantowego, natomiast wyrazenie nazywane dalej cztonem kulombowskim i oznaczone

4-m8yErR’
literg V, odpowiada za energie oddziatywan kulombowskich. Ogdlny model kwantyzacji dla
sferycznej kropki kwantowej wykorzystuje parametr p, oznaczajacy pierwiastki sferycznych funkgji
Bessela, poniewaz pozwala on wyznaczy¢ energie dla dowolnego stanu wzbudzonego
w nanokrysztale. Wzor Brusa skupia sie na podstawowym przejsciu optycznym, dlatego wartos¢
pierwszego pierwiastka sferycznej funkcji Bessela wynosi doktadnie m, co ttumaczy obecnosc tej
statej w klasycznej postaci rownania Brusa [2].

Weryfikacja modelu Brusa dla klasycznych pétprzewodnikéw
Analityczng weryfikacje wzoru Brusa przeprowadzono na przyktadzie modelowych nanoczgstek

wykonanych z arsenku galu (GaAs), charakteryzujgcych sie srednicami wynoszgcymi odpowiednio
D = 5nmorazD = 7nm. W tabeli 1 widniejg state zastosowane do obliczen.

Nazwa statej Wartos¢
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Energia przerwy wzbronionej E, 1,424 eV
Masa efektywna elektronu m, 0,063 - m,
Masa efektywna dziury m,, 0,51 - m,

Masa spoczynkowa elektronu m, | 9,11 - 1073! kg

Stata dielektryczna ¢, 12,9

Tab. 1. Zestawienie statych fizycznych dla GaAs wykorzystanych w obliczeniach numerycznych.

Dla kropki o srednicy 5 nm (R = 2,5 nm), po podstawieniu statych materiatowych do réwnania,
wartoéci dla cztonu kwantyzacyjnego i dla cztonu kulombowskiego wynoszg odpowiednio:

(6,626-1073* - 5)\* _,

2T T ( 1 + 1 ) _

2-(25-1077m)? 0,063 - 9,11-1031 kg ~ 0,51 -9,11-10731kg/
=1,72-10"1°] =1,073 eV

1,8 (1,602 -10719¢)?

4-m-8,854-10"12 % 129-25-109m

T5:

Ve = =1,28-1072% ] = 0,080 eV.

Caltkowita wyznaczona energia przejscia optycznego dla kropki kwantowej o Srednicy 5nm Eg
wynosi:

Es = E, +Ts — Vs = 1,424 eV + 1,073 eV — 0,080 eV = 2,417 eV,

h-c

co odpowiada emisji fotonu o dtugosci fali zgodnie ze wzorem A5 = .
5

(6626-10734 - 5)-3- 108
Ae =
> 2,417 eV

=513 nm,

plasujgcej sie w zielonym obszarze widma $wiatta widzialnego.
Z kolei po zwiekszeniu $rednicy krysztatu do 7nm (R = 3,5nm) wartosci czionu
kwantyzacyjnego i kulombowskiego wynoszg odpowiednio:

2T 1 1
. n _
2:(3,5-107m)? <0.063 - 9,11-10731kg = 0,51 -9,11-10731 kg)
=8,76-10720] = 0,547 eV
1,8 (1,602 - 1071°C)?

4-1-8,854-10"12 % 12,9-3,5-107°m

((6,626 10734 - s))2 2
T7 =

V, = =9,19-10721 ] = 0,057 eV.

Catkowita wyznaczona energia przejscia optycznego dla kropki kwantowej o Srednicy 7 nm E,
wynosi:

E; =E;+T,—V; =1424eV + 0,547 eV — 0,057 eV = 1,914 eV,

: S IFEY
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h-c

co odpowiada emisji fotonu o dtugosci fali zgodnie ze wzorem A, = =

7
1240 - 107%eV +m 647
7T 19t4er T

odpowiadajgcej barwie czerwonej.

Uzyskane wyniki obliczen wykazujg petng korelacje z symulacjami numerycznymi uktadow
GaAs i potwierdzajg poprawnos¢ zatozen teoretycznych uwiezienia kwantowego struktur
potprzewodnikowych [3].

Grafenowe kropki kwantowe

Postep w zakresie inzynierii materiatowej ukazat, iz nanokrysztaty luminescencyjne mogg byc¢
z powodzeniem wytwarzane z materiatdw alternatywnych, w tym z alotropowych form wegla.
Szczegodlne miejsce w tej grupie zajmujg grafenowe kropki kwantowe stanowigce odizolowane,
dwuwymiarowe fragmenty sieci grafenowej o srednicy D < 10 nm.

Préba bezposredniego zaadaptowania klasycznego wzoru Brusa do opisu struktury
energetycznej GQDs napotyka jednak na bariere natury fizycznej. Specyficzna geometria sieci
krystalicznej grafenu sprawia, iz zlokalizowane w niej nosniki tadunku wykazujg liniowg relacje
dyspersji w poblizu punktéw Diraca, zachowujgc sie jak relatywistyczne czgstki o zerowej masie
efektywnej. Podstawienie zerowych wartosci mas do klasycznego rownania Schrédingera lub wzoru
Brusa — gdzie parametry te rezydujg w mianowniku — generuje sprzeczno$¢ matematyczna.
W konsekwencji do formalnego opisu teoretycznego GQDs niezbedne jest wdrozenie
relatywistycznego réwnania Diraca [4]:

E=2h-Vpk

gdzie:
Vi — predkosé Fermiego dla grafenu,
k — wektor falowy.

Model ten operuje pojeciem predkosci Fermiego, ktdra dla grafenu wynosi ok. 10%° % oraz

wektorem falowym elektronu, ktéry z uwagi na ograniczenie przestrzenne interpretowany jest jako
fala stojaca:

k= 2m
=7
gdzie:
A, — dtugosé n-tej harmoniczne;j.
Dtugos¢ n-tej harmonicznej wyraza sie wzorem:
2L

gdzie:
L — dtugosc¢ osrodka,
n —numer harmonicznej.
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Na podstawie powyzszych wzorow mozna stwierdzi¢, ze dla matych wartosci n, wektor falowy
oraz odwrotno$¢ wymiaru osrodka sg wielkosciami tego samego rzedu:

_ 2r 1
A
n

Przyjmujgc geometryczne przyblizenie kropki do ptaskiego okregu o $rednicy D, $rednia
dtugos¢ osrodka wynosi:

DZ
P m—z @D
Lgaor = T, =" D - &
gdzie:
L¢aor — Srednia dtugosc osrodka jakim jest grafenowa kropka kwantowa,
P — pole powierzchni grafenowej kropki kwantowej,
Ob — obwdd grafenowej kropki kwantowej,

D — $rednica grafenowej kropki kwantowe;j.

Wektor falowy przyjmuje ostatecznie postac:

4
nD’

Po podstawieniu statych fizycznych, relatywistyczna energia przejscia przyjmuje postac,
w ktorej pozostaje odwrotnie proporcjonalna do srednicy kropki:

6,626-10734] s m 4 1,68 eV - nm
E=2- 106 —- = :
2T s m-D D

Dla idealnego, pozbawionego defektow skrawka grafenu o $rednicy D = 5nm, model ten
implikuje energie przejscia rzedu 0,336 eV, co odpowiada dtugosci faliA = 3690 nm. Oznacza to, iz
teoretyczna luminescencja idealnej czgstki GQD przypada na pasmo gtebokiej podczerwieni,
pozostajgc niewidoczng dla ludzkiego oka [4].

Zielona synteza grafenowych kropek kwantowych

Izolowanie geometrycznie idealnych ptatéw grafenu metodami odgérnymi top-down wigze sie z
wysokimi kosztami i skomplikowanymi procedurami laboratoryjnymi. Z tego wzgledu paradygmat
wspotczesnej chemii nanostruktur faworyzuje synteze oddolng bottom-up, wykorzystujgcg tatwo
dostepne, bogate w wegiel prekursory organiczne. W nurt ten wpisuje sie tzw. zielona synteza,
w ktérej jako surowce weglowe stosuje sie naturalne ekstrakty ro$linne i owocowe, obfitujgce
w weglowodany [5], [6].

W ramach badan prowadzonych m.in. na Politechnice todzkiej zrealizowano proces syntezy
GQDs aplikujgc sok owocowy jako prekursor. Za pomocg transmisyjnej mikroskopii elektronowe;j
(TEM) potwierdzono pomysine wytworzenie nanostruktur o srednicy oscylujgcej wokot 5 nm, co
widac na rysunku 1. Zaobserwowano jednak wyrazng anomalie eksperymentalng — uzyskany koloid
poddany naswietlaniu UV wykazywat intensywng fotoluminescencje w pasmie zielonym (rysunek 2),
co stoi w bezposredniej sprzeczno$ci z relatywistycznym modelem teoretycznym przewidujgcym
emisje w podczerwieni.
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) V=thue

Rys. 1. Zdjecie grafenowych kropek kwantowych z mikroskopu TEM. Zrédfo: materiaty wiasne

Wyjasnieniem tego fenomenu jest zaawansowana chemia powierzchni nanoczastek. Naturalny
ekstrakt owocowy stanowi wielosktadnikowg mieszaning, zawierajgcg oprocz wegla takze znaczne
ilosci tlenu, azotu i wodoru. W trakcie procesu syntezy pierwiastki te ulegajg wbudowaniu w strukture
krawedziowg siatki weglowej, tworzac liczne grupy funkcyjne (m.in. hydroksylowe, karboksylowe).
Powstate w ten sposdb powierzchniowe stany defektowe generujg nowe, stabilne podpoziomy
energetyczne wewnatrz natywnej przerwy wzbronionej. To wtasnie te stany powierzchniowe, a nie
uwiezienie kwantowe samego rdzenia weglowego, dominujg w mechanizmie rekombinaciji
ekscytondéw, powodujgc drastyczne przesuniecie widma emisji w obszar swiatta widzialnego [7], [8].

Rys. 2. Dyspersja koloidalna grafenowych kropek kwantowych wzbudzona $wiattem ultrafioletowym.
Zrédto: materiaty wiasne
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Potencjat aplikacyjny GQDs

Unikalna struktura energetyczna, potgczona z uniwersalng matrycg weglowa, determinuje
szerokie spektrum aplikacyjne grafenowych kropek kwantowych. Cechujg sie one wysoka
stabilnoscig koloidalng, doskonatg biokompatybilnoscig i brakiem toksycznosci w poréwnaniu do
klasycznych kropek na bazie metali ciezkich [5], [9], [10], [11].

W sferze zaawansowanej biomedycyny, GQDs sg intensywnie badane pod katem zastosowan
w teranostyce. Dzieki modyfikacjom powierzchniowym mozliwe jest funkcjonalizowanie kropek
przeciwciatami, co wykazano m.in. w badaniach nad celowanym wykrywaniem komorek
nowotworowych raka piersi (HER2+). Ponadto, wysoki stosunek powierzchni do objetosci
predestynuje je do roli nanonoénikow w systemach kontrolowanego dostarczania lekéw, gdzie
wbudowana fotoluminescencja umozliwia jednoczesne Sledzenie pozycji nanonosnika w komorce
w czasie rzeczywistym. Wykazujg one réwniez potencjat jako czute biosensory optyczne —
wprowadzenie roztworu sody oczyszczonej o wysokiej zasadowosci skutkuje natychmiastowym
wygaszeniem luminescencji, co potwierdza ich funkcjonalnosc¢ jako sensoréw pH [10], [12].

W inzynierii odnawialnych zZrédet energii, GQDs stanowig obiecujgcy komponent
optoelektroniczny. W ramach prac badawczych zrealizowano struktury barwnikowych ogniw
fotowoltaicznych (DSSC), w ktérych owocowe kropki kwantowe pomys$inie zaimplementowano
w charakterze sensybilizatora (barwnika) powtoki mezoporowatego ditlenku tytanu (TiO2), tworzac
ekologiczng i tanig alternatywe dla ogniw krzemowych. Dodatkowym atutem GQDs jest zdolnosc¢
czesci struktur do luminescencyjnej konwersji, co pozwala na transformacje niskoenergetycznych
fotondéw z pasma bliskiej podczerwieni do pasma widzialnego, optymalizujgc stopieh wykorzystania
spektrum stonecznego [13], [14].

Podsumowanie

Analiza wtasciwosci optycznych grafenowych kropek kwantowych, syntetyzowanych metodami
chemii ekologicznej z biomasy, stanowi doskonaty dowdd na interdyscyplinarny charakter
wspotczesnej nauki o materiatach. Wykazano, iz o ile fizyka kwantowa i modele relatywistyczne
precyzyjnie definiujg zachowanie idealnych uktadéw niskowymiarowych, o tyle w warunkach
eksperymentalnych ostateczna struktura energetyczna jest w rownym stopniu determinowana przez
inzynierie geometrii rdzenia, co przez chemie stanéw powierzchniowych. W ujeciu fundamentalnym
to wtadnie aparat matematyczny ttumaczy zjawisko uwiezienia kwantowego, sprowadzajgc je do
problemu wartosci wlasnych przy zatozonych warunkach brzegowych. Otrzymane rozwigzania
analityczne, dostarczajg precyzyjnego, ilosciowego opisu relacji miedzy fizyczng geometrig
nanokrysztatu a jego strukturg energetyczng. Osiggniete rezultaty w zakresie biosensoréw pH oraz
ogniw fotowoltaicznych DSSC potwierdzaja, ze ,zielone” nanostruktury weglowe stanowig kluczowy
filar rozwoju nowoczesnej optoelektroniki i nanomedycyny.
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KODOWANIE KSZTALTU:
MATEMATYKA W PROJEKTOWANIU PARAMETRYCZNYM

Szymon WO2NIAK, tukasz ZYCHOWICZ
Politechnika t.6dzka, t6dz

Wstep

Zastosowanie zaawansowanych algorytmow oraz sztucznej inteligencji (Al) we wspotczesnej
inzynierii lgdowej i architekturze wymaga uswiadomienia sobie fundamentalnej prawdy: proces
projektowania obiektow budowlanych od zawsze opierat sie na scistych zasadach matematycznych.
Historycznie, dyscyplina ta byta silnie zdeterminowana przez paradygmaty geometrii euklidesowej.
Twoércy i inzynierowie pozostawali ograniczeni do operowania liniami prostymi, katami prostymi oraz
powtarzalnymi, elementarnymi brytami.

Pojawienie sie projektowania parametrycznego stanowi radykalne odejscie od tego klasycznego
schematu, catkowicie transformujgc proces twoérczy i inzynieryjny. Architektura staje sie w nim
matematyczng funkcjg wielu zmiennych, a nie zbiorem statycznych linii prostych na ptaszczyznie.

Powierzchnie matematyczne jako obiekty budowlane

Zrozumienie tej rewolucji wymaga jednak powrotu do absolutnych podstaw — mianowicie do
analizy powierzchni matematycznych w przestrzeni tréjwymiarowej (R3). To wiasnie te struktury
geometryczne stanowig fundament i punkt wyjscia dla najbardziej ikonicznych i skomplikowanych
budowli wspétczesnego Swiata.

Paraboloida hiperboliczna — L’Oceanografic (Walencja)

Jedng z najbardziej efektywnych form geometrycznych wykorzystywanych we wspoétczesnym
budownictwie cienkosciennym jest paraboloida hiperboliczna, w literaturze technicznej
klasyfikowana czesto jako powierzchnia siodtowa. Z matematycznego punktu widzenia jest to
powierzchnia drugiego stopnia, opisana w uktadzie kartezjanskim réwnaniem:

2 2

z _x" y

c a? b?

gdzie: a, b, c — state rzeczywiste oraz a,b > 0, ¢ # 0.
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Rys. 1. Paraboloida hiperboliczna. Zrédto: [1]

Wybitnym przyktadem praktycznej implementacji tej geometrii w architekturze monumentalne;j
jest dach kompleksu L'Oceanografic w Walencji — najwiekszego oceanarium w Europie,
zaprojektowanego przez Félixa Candele. Przekrycie to stanowig zelbetowe powtoki, ktérych grubosé
w strefach centralnych wynosi zaledwie kilka centymetrow.

Z punktu widzenia mechaniki budowli, zdolno$s¢ tak cienkiej struktury do przenoszenia
znacznych obcigzen zewnetrznych (w tym parcia i ssania wiatru) wynika bezposrednio z jej
geometrii. Podwadjna, przeciwnokierunkowa krzywizna sprawia, ze w powtoce dominujg naprezenia

btonowe (Sciskanie i rozcigganie w ptaszczyZznie powtoki), podczas gdy momenty zginajgce zostajg
zredukowane do minimum.

Rys. 2. Budynek L'Oceanografic. Zrédio: [2]
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Hiperboloida jednopowltokowa - Canton Tower (Chiny)

Kolejng geometrig o kluczowym znaczeniu dla wspoétczesnej architektury megastruktur
i obiektow wiezowych jest hiperboloida jednopowtokowa.

Jej réwnanie kanoniczne w tréjwymiarowym uktadzie wspoirzednych kartezjanskich przyjmuje
postac:

Rys. 3. Hiperboloida jednopowtokowa. Zrédto: [1]

Wizualnie struktura ta charakteryzuje sie ptynnym zwezeniem w swojej srodkowej czesci,
przypominajgc ksztattem symetryczng klepsydre.

Modelowym przyktadem petnej implementacji tej geometrii w skali architektonicznej jest wieza
telewizyjna Canton Tower w Kantonie (Chiny) o catkowitej wysokosci 604 metry. Zewnetrzny szkielet
wiezy zostat zaprojektowany bezposrednio w oparciu o geometrie hiperboloidy jednopowtokowe;.
Efekt wizualnego ,skrecenia” i zwezenia talii obiektu osiggnieto nie poprzez giecie elementéw, lecz
poprzez odpowiednie nachylenie i przesuniecie wzgledem siebie prostoliniowych kolumn
strukturalnych.

Wybdr tej formy geometrycznej podyktowany byt przede wszystkim rygorystycznymi
wymaganiami aerodynamicznymi oraz mechanicznymi. Smukta, hiperboliczna sylwetka wykazuje
wybitne wtasciwosci w zakresie minimalizacji oddziatywania wiatru. Dzieki zmiennemu przekrojowi
poprzecznemu i obtemu ksztattowi, struktura nie tylko stawia minimalny opér czotowy, ale przede
wszystkim w istotny sposéb redukuje zjawisko regularnego odrywania sie wiréw (tzw. vortex
shedding). Zjawisko to jest gtdbwng przyczynag powstawania niebezpiecznych drgan poprzecznych w
obiektach smuktych. Ponadto, rozszerzajgca sie ku dotowi podstawa geometryczna zapewnia
optymalne ramie sit do przenoszenia ogromnych momentéw wywracajgcych, generowanych przez
parcie wiatru oraz sity sejsmiczne, gwarantujgc maksymalng sztywnos¢ struktury przy jednoczesne;j
optymalizacji zuzycia materiatéw budowlanych.
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Rys. 4. Budynek Canton Tower. Zrédto: [3]

Paraboloida eliptyczna — Koputa Reichstagu (Berlin)

Ostatnig z prezentowanych klas powierzchni drugiego stopnia, odgrywajgcg istotng role
w ksztattowaniu nowoczesnych przekry¢, jest paraboloida eliptyczna. W ortogonalnym uktadzie
wspotrzednych kartezjanskich powierzchnia ta reprezentowana jest przez réwnanie:

Rys. 5. Paraboloida eliptyczna. Zrédto: [1]
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Doskonatym przyktadem zaawansowanej implementacji tej geometrii jest nowa koputa gmachu
Reichstagu w Berlinie, zaprojektowana przez pracownie Foster + Partners. Ta transparentna,
stalowo-szklana struktura nie jest jedynie reinterpretacjg tradycyjnego zwienczenia budynku
panstwowego, lecz zaawansowanym technologicznie komponentem inzynieryjnym. Wybor
geometrii zblizonej do paraboloidy eliptycznej pozwolit na ptynne zintegrowanie trzech kluczowych
funkcji w ramach jednej bryty.

Pierwszg z nich jest optymalizacja strukturalna, w ktorej lekki, siatkowy szkielet stalowy,
stanowigcy ortogonalng siatke odwzorowujgcg linie krzywizny powierzchni, optymalnie przenosi
obcigzenia wlasne oraz $rodowiskowe, takie jak wiatr i $nieg, gtéwnie poprzez sity osiowe, co
pozwolito zminimalizowa¢ przekroje elementow konstrukcyjnych. Jednoczesnie struktura ta petni
funkcje zaawansowanego systemu termodynamicznego i wentylacyjnego, poniewaz w centralnej osi
paraboloidy umieszczono odwrocony stozek, dziatajgcy jako naturalny kanat wywiewny. Ostatnim
elementem tej integralnej synergii jest ustrdj optyczny, zrealizowany poprzez pokrycie
wspomnianego stozka centralnego systemem trzystu szesc¢dziesieciu sterowanych komputerowo
pojedynczych zwierciadet.

Rys. 6. Budynek Reichstagu. Zrédio: [4]

Architektura bez granic geometrycznych

Omowione dotychczas przyktady opierajg sie na relatywnie prostej geometrii — pojedynczym
réwnaniu definiujgcym konkretng powierzchnie. Wspotczesne projektowanie parametryczne inicjuje
jednak fundamentalng zmiane. Klasyczne powierzchnie matematyczne przestajg by¢ ostatecznym
rezultatem, a stajg sie jedynie bazowymi modutami sktadowymi. Srodowisko algorytmiczne pozwala
na ich swobodne fgczenie, przenikanie i transformowanie, przeksztatcajgc architekture w ptynny,
wysoce ztozony system przestrzenny, ktéry mozna niemal dowolnie ksztattowac.

Morpheus Hotel (Makau)
Zmiana podejscia do srodowiska cyfrowego — polegajgca na odejsciu od traktowania go jako

pasywnego narzedzia kreslarskiego na rzecz aktywnego generatora form przestrzennych — otwiera
przed inzynierami i architektami niemal nieograniczone mozliwosci projektowe. Doskonatym
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przyktadem, w ktorym algorytmy w petni determinujg ostateczny ksztatt konstrukgcji, jest kompleks
Morpheus w Makau.

Obiekt ten wyrdznia sie zastosowaniem, swobodnego egzoszkieletu stalowego o wysoce
organicznej geometrii. Przeniesienie gtéwnego uktadu nosnego na zewnetrzng powioke budynku
przeksztatcito elewacje w samonos$ng, tréjwymiarowq strukture. Taki zabieg inzynieryjny pozwolit na
catkowite uwolnienie przestrzeni wewnetrznej od tradycyjnych, wertykalnych elementéw nosnych
oraz $cian konstrukcyjnych.

Zewnetrzny szkielet sktada sie z tysiecy stalowych weztéw, z ktérych kazdy charakteryzuje sie
catkowicie unikalng geometrig i uktadem przestrzennym. Osiggniecie stabilnosci tak nietypowego
ustroju wymagato implementacji zaawansowanych skryptow algorytmicznych, ktére w srodowisku
parametrycznym przeprowadzity globalng analize rozktadu naprezen. Dzieki precyzyjnym
obliczeniom numerycznym zagwarantowano statecznosé catego uktadu, co bytoby nieosiggalne
przy zastosowaniu tradycyjnych, manualnych metod wymiarowania.
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Rys. 7. Budynek Morpheus Hotel. Zrédto: [5]

Museum of the Future (Dubaj)

Kolejnym obiektem redefiniujgcym granice wspotczesnej inzynierii i architektury parametryczne;j
jest Muzeum Przysztos$ci (Museum of the Future) w Dubaju. Bryta tego budynku przyjmuje forme
asymetrycznego, eliptycznego torusa, w ktéorym catkowicie zrezygnowano z zastosowania
jakichkolwiek linii prostych i klasycznych ptaszczyzn ortogonalnych. Funkcje gtdwnego ustroju
nosnego powierzono tu przestrzennej, stalowej strukturze siatkowej typu diagrid. Jest to
zaawansowany system konstrukcyjny oparty na diagonalnie krzyzujgcych sie elementach, ktére
tworzg sztywng sie¢ modutdow tréjkatnych. Dzieki rygorystycznej optymalizacji matematyczne;j
algorytmow projektowych, ta samonosna powtoka efektywnie przejmuje i dystrybuuje naprezenia,
kreujgc sztywng ,skorupe”. Rozwigzanie to pozwolito na catkowite wyeliminowanie wewnetrznych
stupdw nosnych, uwalniajgc ptynng i niezaktdcong przestrzen uzytkows.
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Spektakularnos¢ i ztozonos¢ tego obiektu uwidaczniajg sie réwniez w zewnetrznej warstwie
elewacyjnej, ktorg stanowi 1024 paneli kompozytowych, z ktérych kazdy charakteryzuje sie
catkowicie unikalng geometrig zintegrowang ze wzorem arabskiej kaligrafii. Realizacja tak
bezprecedensowego poziomu skomplikowania wymusita wdrozenie bezposredniego paradygmatu
produkgcji cyfrowej BIM-to-Fabrication. W procesie tym zintegrowany model parametryczny przestat
pehi¢ jedynie funkcje reprezentacyjng, a stat sie bezposrednim nosnikiem danych produkcyjnych,
sterujgcym obrabiarkami numerycznymi (CNC) w zakfadach prefabrykacji. Wykorzystanie
algorytméw na kazdym etapie projektowania i produkcji byto jedynym sposobem na poprawne
zdefiniowanie geometrii weztdw oraz bezkolizyjny montaz unikalnych paneli z tréjwymiarowa
podkonstrukcjg przy zachowaniu precyzji wykonawczej.

Rys. 8. Budynek Museum of the Future. Zrédto: [6]

Budowanie logiki zamiast ksztattow — idea projektowania
parametrycznego

Projektowanie parametryczne stanowi radykalng zmiane paradygmatu inzynieryjnego — to
przejscie od manualnego odwzorowywania form do konstruowania systeméw opartych na logice
i Scistych regutach matematycznych. Proces ten polega na zdefiniowaniu parametréw wejsciowych
(reprezentujgcych wymiary lub metadane elementéw) oraz natozeniu ograniczen i relacji, ktére
wspolnie ksztattujg ostateczng forme obiektu. W efekcie powstaje dynamiczny model przestrzenny
o niemal dowolnym stopniu ztozonos$ci. Jednym ze Srodowisk programistycznych umozliwiajgcych
tego typu modelowanie jest Dynamo, ktérego architektura opiera sie na rygorystycznych zasadach
matematycznych.
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Skierowane grafy acykliczne (DAG) jako srodowisko obliczeniowe

W ujeciu teoretycznym, oprogramowanie do programowania wizualnego nie jest narzedziem
kreslarskim, lecz kompilatorem opartym na strukturze skierowanych grafow acyklicznych
(ang. Directed Acyclic Graph — DAG). Kazdy element logiczny skryptu (wezet) stanowi wierzchotek
grafu i reprezentuje konkretng funkcje matematyczng, natomiast potgczenia miedzy weztami
(krawedzie) definiujg kierunek przeptywu danych.

Kierunkowos¢ tego przeptywu zapobiega powstawaniu petli logicznych, co gwarantuje peten
determinizm systemu. Z perspektywy analizy matematycznej, projektowanie algorytmiczne
sprowadza sie do budowy ztozonej funkcji wielu zmiennych.

Dynamo to wizualny kompilator oparty na grafie skierowanym
(ang. Directed Acyclic Graph — DAG)

O Wierzchotek - funkcja matematyczna ——> Krawedz - przeplyw danych

> Kierunkowos¢ = brak cykli (acyklicznosé) = determinizm

,,[ fO J JF[ RO ] y[ 90 J _______ S wymic
Blok 1 Blok 2 Blok 3 [geometria]

Przeptyw danych (lewo - prawo) ———— >

Projektowanie parametryczne = ztozona funkcja

F@x) = g(f(h(x)))

¢ 2zmiana parametru x » (¥ propagacja przez graf » (&> natychmiastowa
(dana poczatkowa) aktualizacja wyniku

Rys. 9. Dynamo — skierowane grafy acykliczne. Zrédto: [1]

W tak zdefiniowanym systemie kazda modyfikacja zmiennej niezaleznej na wejsciu propaguje
sie wzdtuz krawedzi grafu od lewej do prawej strony, automatycznie i w czasie rzeczywistym
aktualizujgc stan catej geometrii koncowe;.

Algebra wektorowa w przestrzeni euklidesowej R3

Fundamentem generowania i manipulacji formami przestrzennymi w systemach
parametrycznych jest algebra wektorowa w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej R3. Kazdy
komponent konstrukcyjny definiowany jest operacyjnie poprzez wektory wodzace (okreslajace jego
pozycje w uktadzie wspotrzednych) oraz wektory kierunkowe (opisujgce wektory przesuniec
i orientacje). Kluczowe operacje analityczne opierajg sie na fundamentalnych dziataniach
wektorowych: weryfikacja prostopadtosci czy rzutowanie wektorow wykorzystuje iloczyn skalarny
(generujacy wartos¢ liczbowg), natomiast wyznaczanie wektoréw normalnych ptaszczyzn bazuje na
iloczynie wektorowym.
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Punkt w IR3 — wektor pozycji i wektor kierunkowy

0=(0,0,0)

z A

~

P(x,y,2) € R3® u — wektor kierunkowy

Uy
U= [uz] e R3\ {0}

¥ — wektor pozycji
Lo u;

H

<y

Rys. 10. Dynamo — algebra wektorowa. Zrédto: [1]

Macierze transformacji i wspoétrzedne jednorodne

69

Wszelkie przeksztatcenia afiniczne obiektow w przestrzeni, takie jak translacja (przesuniecie),
rotacja (obrét) czy skalowanie (zmiana skali), realizowane sg za pomocg macierzy transformaciji
o wymiarach 4 x 4. Operacje te przeprowadzane sg w uktadzie wspoéirzednych jednorodnych,

co pozwala na reprezentacje punktéw w wielowymiarowej przestrzeni rzutowej. Zastosowanie
takiego aparatu matematycznego umozliwia ztozenie szeregu skomplikowanych przeksztatcen
w jedng, wydajng obliczeniowo operacje poprzez mnozenie macierzy. Skomplikowane operacje

przestrzenne na tysigcach elementéw sprowadzajg sie do zagadnien algebry liniowe;j.

TRANSFORMACJE OBIEKTOW W DYNAMO

Translacja (przesunigcie) = Rotacja (obrét) « Skalowanie (zmiana rozmiaru)

Translacja
(przesunigcie)

realizowane sg za pomoca macierzy transformacji 4x4
w uktadzie wspoétrzednych jednorodnych.

Rotacja
(obrét)

Skalowanie
(zmiana rozmiaru)

e
.

\ 7
()

mz; Mz Ma3 t,
mz; M3z Ms3 t;
(0] 0 (0] 1

my;  Myz  My3 2% ]

Macierz transformacji 4x4 (wspétrzedne jednorodne)

Rys. 11. Dynamo — macierze transformacji. Zrédto: [1]
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Geometria rézniczkowa i reprezentacja NURBS

Do generowania form organicznych o ptynnej krzywiznie srodowiska algorytmiczne
wykorzystujg aparat geometrii rézniczkowej, operujgc na krzywych i powierzchniach typu NURBS
(ang. Non-Uniform Rational B-Spline). Ksztalt tych struktur jest definiowany i modyfikowany
za pomocg siatki punktow kontrolnych (wieloboku kontrolnego).

Z perspektywy algorytmu, kazda, nawet najbardziej skomplikowana topologicznie powtoka
o0 podwadjnej krzywiznie, traktowana jest jako matematycznie zdefiniowana, pltaska dziedzina
rozpieta w tréjwymiarowej przestrzeni. Powierzchnia ta posiada wiasny, lokalny uktad
wspotrzednych krzywoliniowych, okreslany parametrami u oraz v, ktore sterujg stopniem funkcji
dopasowania. Dzieki takiemu odwzorowaniu formy powtokowe stajg sie mapami topologicznymi,
co pozwala na precyzyjng, numeryczng dyskretyzacje (podziat ciggtej powierzchni na skonczone
elementy, takie jak panele elewacyjne).

W projektowaniu form organicznych o ptynnych ksztattach
Dynamo wykorzystuje aparat geometrii rézniczkowej, operujac na
krzywych i powierzchniach typu NURBS
(Non-Uniform Rational B-Splines)

k va NUF
o (jak splajn w AutoCAD)

Powierzchnie NURBS s matematycznie , ptaskim arkuszem”
rozpietym w przestrzeni z wewnetrznym uktadem wspétrzednych (u, v)
—> ¢ »arametry (okre$laja stopieri dopasowania / ,gtadkosci”)
—> Powloka = mapa topolog 1a do dyskretyzacji

v

PRZESTRZEN
— PARAMETRYCZNA
(u, v)

POFALOWANA POWLOKA

Rys. 12. Dynamo — powierzchnie NURBS. Zrédto: [1]

Teoria zbioréw i algorytmiczne mapowanie danych

Zarzgdzanie zaawansowanymi strukturami danych w modelowaniu parametrycznym opiera sie
na paradygmatach programowania funkcyjnego oraz teorii zbioréw. Informacje o dziesigtkach
tysiecy elementow grupowane sg w wielowymiarowe listy. Do nawigzywania relacji miedzy
rozbudowanymi zbiorami zmiennych stosuje sie precyzyjng logike mapowania, zwang zbieznoscig
(ang. Lacing), ktéra w klasycznym ujeciu przyjmuje trzy giéwne strategie obliczeniowe.

Najkrotsze dopasowanie (ang. Shortest Lacing) polega na faczeniu elementéw obu list w pary
relacjg jeden do jednego (1:1); operacja zostaje wstrzymana w momencie wyczerpania elementéw
w krétszym zbiorze. Najdtuzsze dopasowanie (ang. Longest Lacing) dziata analogicznie, jednak po
wyczerpaniu krotszej listy jej ostatni element jest replikowany i uzywany do obstugi pozostatych
zmiennych z najdtuzszej listy. Najbardziej zasobochtonnym dziataniem jest iloczyn kartezjanski (ang.
Cross Product), polegajacy na skojarzeniu kazdego elementu z pierwszej listy z kazdym elementem
listy drugiej, co prowadzi do wygenerowania petnej matrycy kombinacji uktadu zbiorow.

: S IFE)
pf,”fjt Politechnika todzka y

weela




71

wP MathUp

Matematyki

Jednym z najbardziej zaawansowanych matematycznie aspektéw Dynamo
jest zarzadzanie strukturami danych w oparciu o teorie zbioréw
i programowanie funkcyjne (sposéb dziatan na listach danych).
Przy wielu elementach zbiera sig je w listy, a do zarzgdzania nimi
korzysta si@ z tzw. Lacingu.

( LACING - spossb taczenia list )

@D Najkrétsze (Shortest Lacing) @ Najdtuzsze (Longest Lacing) @) Noczyn kartezjanski (Cross Prod

—> Paruje elementy 1:1 —> Paruje 1:1, pow: c —> Kazdy eler
i zatrzymuje sie, gdy skornczy ostatni element krétszej listy z kazdym
sig krétsza lista az do konca diuzszej (kazdy z k

Lista A Lista B Lista A Lista B Lista A Lista B

(a1 ] ~[e ] (a1 ] - (e (A ) -1 ]
(a2 ] = B2 ] (a2 ] ~[ .2 (A2 - ~(e2 ]
Cas ) i (a3 ] > es ‘(B3 ]

Rys. 13. Dynamo — dziatania na listach. Zrédto: [1]

Podsumowanie

Zastosowanie Dynamo na styku matematyki i inzynierii ma najwiekszg warto$¢ w procesach
optymalizacji. Wykorzystujgc algorytmy oraz metody numeryczne, Dynamo potrafi przeszukiwaé
wielowymiarowg przestrzen rozwigzan w celu znalezienia ekstremum funkcji celu (np. minimalizacja
masy stali przy zachowaniu sztywnosci). W tym ujeciu proces projektowy staje sie zagadnieniem
optymalizacyjnym, gdzie parametry wejsciowe sg zmiennymi decyzyjnymi, a algorytm
matematyczny iteracyjnie dgzy do rozwigzania optymalnego. Podejscie to zmienia schemat pracy
z ,rysowania rozwigzania” na ,definiowanie problemu”, w ktéorym ostateczny ksztalt obiektu jest
wynikiem precyzyjnego, matematycznego dowodu.
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