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KOD ENIGMY, KLOTOIDY, PORTFEL INWESTYCYJNY
| INNE ZASTOSOWANIA MATEMATYKI - MATHUP 2024

Gertruda GWOZDZ-L UKAWSKA", Monika POTYRALA'

" Politechnika £.6dzka, Centrum Nauczania Matematyki i Fizyki

Matematyka ma szereg zastosowan. Wiedzg to: inzynier, doktor matematyki, profesor nauk
matematycznych. Chcemy, aby takze kandydaci na inzynieréw, uczniowie szkét srednich oraz
Ty, Czytelniku, mieli szanse przekonac sig, ze to nie tylko stowa.

Od zarania dziejéw matematyka utatwiata ludziom zycie. Jej znajomos$¢ (cho¢ szczegdtow
wcCigz nie znamy) pozwalata budowaé piramidy, pierwsze konstrukcje, a takze maszyny
bojowe. O wspétczesnych zastosowaniach nie moéwi sie jednak ani na lekcjach w szkole, ani
tym bardziej w telewiz;ji.

Publikacja ta pokazuje maty wycinek prac, ktorymi zajmujg sie mtodzi ludzie, niekoniecznie
bedgcy matematykami, ale ktore bezposrednio tgczg sie z krélowg nauk.

Prawdopodobnie swiat bylby zupetnie inny, gdyby nie rozwdj matematyki zwigzany np. z
szyfrowaniem i deszyfrowaniem. To dzieki pracy polskich matematykéw w czasach drugiej
wojny $wiatowej, ztamany zostat kod Enigmy, co prawdopodobnie ocalito miliony istnien
ludzkich i zmienito bieg historii. Jak udato sie tego dokona¢? Jakie kluczowe informacje
pomogty odkry¢ sposob szyfrowania?

Réwnie wazne z historycznego punktu widzenia sg klotoidy. Te piekne krzywe to obiekty
matematyczne majgce wptyw na nasze bezpieczenstwo. Tym razem chodzi o czasy bardziej
wspotczesne, bo o koniec dziewietnastego wieku, gdy do kolejek gorskich (projektowanych od
dwoch wiekéw) dodano petle, W naturalny sposob ksztatt petli oparty byt na okregu, co okazato
sie powodowac¢ ogromne przecigzenia. Dopiero w 1976 roku w projektach petli budowanych
w Ameryce wykorzystano fragmenty klotoid, co zmniejszyto przecigzenia i sprawito, ze jazda
kolejkg gorska przestata by¢ niebezpieczna. Jakg tajemnice kryjg klotoidy?

XXI wiek to rozwdj teleinformatyczny. Nie bez znaczenia jest dokfadnos$¢ i szybko$c
wykonywanych obliczen. W analizie sygnatéw, przetwarzaniu obrazow jak i w kodowaniu
intensywnie wykorzystywana jest analiza Fouriera. Tym samym optymalizacja obliczen
numerycznych podczas obliczania wspotczynnikow szeregu Fouriera jest nie do przecenienia.
Czy sg na to metody?

Trudno jest wyobrazi¢ sobie funkcjonowanie rynku instrumentéw finansowych bez matematyki,
czy to w przypadku lokat, obligacji, bonéw skarbowych, akcji czy funduszy inwestycyjnych. Jak
wyznaczy¢ efektywny portfel? Z odpowiedzig przychodzi teoria optymalizacji z twierdzeniem
Karusha-Kuhna-Tuckera. | juz mamy narzedzia by rozwaza¢ optacalnos¢ planowanej
inwestyciji.
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A jak dokonac¢ analizy finansowej dotyczgcej danego papieru wartosciowego? Czy mozliwe
jest, aby techniczne podejscie wykorzystywato ciag Fibonacciego? Jak najbardziej. Fibonacci
Time Zones, Fibonacci Retracement, Fibonacci Extension to narzedzia pozwalajgce
wypracowac strategie takie jak Harmonic patterns, Crab Pattern, Butterfly Pattern, Bat Pattern.
Istnieje tez teoria oparta na ztotej proporcji — Elliott Wave Theory.

Dokonujac jakiejkolwiek inwestycji, trzeba bra¢ pod uwage czynnik ludzki. Czy mozna
przewidzie¢ ludzkie zachowanie? Co zrobi w danej sytuacji gracz? Jakg przyjmie strategie?
Czym jest rownowaga Nasha? Tym razem warto zagtebi¢ sie w teorie gier.

A altruizm? Skad sie wziagt i co ma wspdlnego z matematykg? Otoz to wiasnie jedna ze strategii
rozwazanych w teorii gier. W iterowanym dylemacie wieznia zwycieskie postawy to WetZaWet
oraz Obrazalski. Ale co sie stanie w kolejnym pokoleniu graczy? Zgodnie z symulacjg
komputerowa, bycie cztowiekiem mitym, uczciwym, wybaczalskim, ale takim ktory nie daje sie
wykorzystywac i nie jest zazdrosny jest strategig, ktdra najbardziej poptaca. To altruizm
poptaca.

Wyjezdzasz? To juz wiesz jak sie zachowaé. Ale jak sie spakowac? Zapewne znasz Problem
plecakowy. Czy znasz rowniez szyfr plecakowy? tatwy, trudny, jak zaszyfrowac, jak
deszyfrowaé — sprawdz sig, to nie Enigma — dasz rade.

A moze jednak kusi Cie, zeby wspomdc sie ChatemGPT? Czy ChatGPT jest dobry na
wszystko? Jesli wiesz juz ze nie, to jak wytrenowa¢ wilasng sztuczng inteligencje?
Najpopularniejsze algorytmy sztucznej inteligencji opierajg sie na sieciach neuronowych. Aby
takg sie¢ wykorzystac¢ w rozwigzywaniu probleméw, musi ona najpierw zostac... wytrenowana.
Juz dzis zostan nauczycielem sztucznej inteligencji!

Monografia zawiera prace napisane w jezyku polskim i angielskim. Tworzyli jg studenci
entuzjasci, pasjonaci okreslonych zagadnieh matemaycznych. To zaangazowanie autoréow
sprawia, ze ztozona tematyka staje sie przystepna i wciggajgca.

Zachecamy Cie Czytelniku, by$ po zapoznaniu sie ze szczegétowymi opisami tych kilku
niesamowitych zastosowan wiedzy matematycznej poszperat we witasnych pracach, w
bibliotece lub cho¢by w Internecie w celu znalezienia najbardziej zdumiewajgcych
przypadkow, w ktérych matematyka pomogta cziowiekowi.

Podejmij Challenge: znajdz zastosowanie, ktére innym sie nawet nie $nito i napisz do nas:
mathup@info.p.lodz.pl.

Najciekawsze opisy zostang umieszczone na stronie mathup.p.lodz.pl, a ich autorow
zaprosimy do wygtoszenia referatu na Konferencji Zastosowan Matematyki MathUp.
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MATEMATYCZNE SPOSOBY ZLAMANIA SZYFRU ENIGMY
— JAK POLACY DOKONALI NIEMOZLIWEGO

Daniel ZIELONKA'

" Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu

Wstep

Artykut ma na celu przyblizenie tematyki poczatkowej fazy rozszyfrowywania szyfru Enigmy
przez Polakow. W przystepny sposéb przedstawione zostaty zaréwno aspekty matematyczne,
jak i historyczne. Artykut nie zawiera wynikéw autorskich badan, a jedynie jest zbiorem
zgromadzonej juz wiedzy.

Geneza

Poczatek Enigmy mozna datowaé na wiosne roku 1918, kiedy to dowddztwo niemieckie miato
w planach wprowadzenie do stuzby szyfrowania maszynowego. Jednak ze wzgledu na
zblizajgca sie kleske Panstw Centralnych i wyczerpujgce sie $rodki, pomyst ten zostat
zarzucony. Zrealizowano go dopiero w latach dwudziestych. W roku 1926 wprowadzono
Enigme do Reichsmarine (marynarki), a w roku 1928 do Reichswehry (wojsk ladowych). Byty
to zmienione wersje Enigmy wystepujgcej na rynku cywilnym!'. Model ten, nazywany Enigma
ARl stuzyt do ochrony korespondencji i tajemnic handlowych firm.

Polski radiowywiad w roku 1928 rozpoznat, ze przechwytuje depesze zaszyfrowane
maszynowo. Cechg charakterystyczng szyfru byta bardzo zblizona do siebie czestotliwosc
wystepowania wszystkich liter. Podjeto wowczas préby ztamania tego szyfru przez
jezykoznawcow, jednak zadne z nich nie odniosty zamierzonego efektu. W zwigzku z tym
polski radiowywiad postanowit wykorzystaé matematyke. W tym celu zorganizowano kurs
kryptografii dla najwybitniejszych studentéw matematyki Uniwersytetu Poznanskiego,
znajgcych biegle jezyk niemiecki. Wsréd okoto dwudziestu studentéw wybranych przez prof.
Zdzistawa Krygowskiego®, najwiekszym talentem odznaczali sie Marian Rejewski, Henryk
Zygalski i Jerzy Rozycki. W pozniejszym okresie zostali oni zatrudnieni w referacie Niemieckim
Biura Szyfrow Oddziatu Il Sztabu Giéwnego.

Enigma zasadniczo sktadata sie z potagczen wtyczkowych, klawiatury, panelu z lampkami oraz
wirnikow szyfrujgcych, inaczej zwanego mieszadtem. Uzywata ona szyfru polialfabetycznego,
wariacji podstawieniowego, czyli takiego, w ktérym kazda litera zamieniana jest wedtug innego
klucza. Dziato sie tak ze wzgledu na obrét prawego bebenka szyfrujgcego przy kazdym
wcisnhieciu klawisza klawiatury. Obroty srodkowego i lewego wirnika byty zalezne od nacie¢ na
odpowiednio prawym i srodkowym bebnie. Naciecia te, dla wystgpienia danej litery, byty
nazywane pozycjami obrotowymi. Dodatkowo, srodkowy wirnik przesuwany byt przez obrot
lewego. Tak wiec, by taka sama kombinacja ustawienia wirnikow powtérzyta sie, nalezato
wcisng¢ klawisz 16 900 razy!®. Enigma byta maszyng szyfrujgcg jak i deszyfrujgca.
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Whpisanie liter zaszyfrowanego tekstu, przy identycznym ustawieniu wirnikow i wtyczek jak
podczas szyfrowania, ujawniato na panelu lampowym litery pierwotnie szyfrowanego tekstu.

Niemcy zdawali sobie sprawe, ze maszyna moze zostaC przechwycona podczas dziatan
wojennych. Postanowili zatem, aby jej tajemnica lezata w czyms tatwo zmienianym, na
przyktad w kluczach dziennych, czyli poczatkowym ustawieniu wirnikéw, ktére byto nastepnie
dwukrotnie szyfrowane na poczatku kazdej depeszy.

Poczatkowo Polacy podchodzili do ztamania szyfru Enigmy mato optymistycznie. Dowddca
Biura Szyfrow numer 4, major Maksymilian Ciezki, zlecit, by Marian Rejewski w pojedynke
przyjrzat sie posiadanym szyfrogramom i ewentualnie sprébowat znalez¢ zaleznosci
umozliwiajgce ztamanie Enigmy. Analiza poczatkdéw szyfrogramoéw ujawnita pewne schematy.
Jesli depesze zaczynaty sie od okreslonej litery, to litera z czwartej pozycji rowniez sie
powtarzata. Przyktadowo, dla kazdej depeszy zaczynajgcej sie od litery m, literg na czwartej
pozycji byta d. Takie zaleznosci wystepowaty rowniez miedzy drugg i pigtg literg, oraz trzecig
i szostg. Nie byto zadnych odstepstw od tej reguty, wiec Rejewski wywnioskowat, ze jest to
efektem dwukrotnego zaszyfrowania pewnej tréjki liter. Wciskajgc na klawiaturze na przyktad
abc abc, zapisywano je w postaci permutacji A B C D E F (doktadniejsze wyjasnienie
permutacji znajduje sie ponizej, w czesci “Stownik” poje¢ matematycznych). Okreslaty one
przeksztatcenia liter wybieranych na klawiaturze, na zaszyfrowane przez maszyne. Mozna to
zobrazowaé¢ w nastepujgcy sposob: abc abc -> mkj diw (A:anam,B:bnak, C:cnaj,D:a
na d, E: b na |, F: ¢ na w). Na podstawie tych danych, probowat on ztama¢ szyfr, poprzez
rozwigzanie uktadu rownan, w ktorym role niewiadomych odgrywaty permutacje. Niestety,
niewiadomych byto zbyt wiele, aby jednoznaczne rozwigzanie byto mozliwe do znalezienia.

Z nieoczekiwang pomocg polskiemu wywiadowi, w grudniu 1932 roku, przybyt wywiad
francuski. Dowddca wywiadu radiowego Gustave Bertrand przekazat Polakom opis i rysunek
Enigmy Eins, tabele kluczy z wrzesnia i pazdziernika 1932. Wazne bylo to, ze pochodzity one
z roznych kwartatow tego samego roku, przez co roznity sie kolejnoscig bebenkdéw
szyfrujgcych. Dodatkowo, przekazano przyktad szyfrowania, czyli tekst depeszy i
odpowiadajgcy mu szyfr. Umozliwito to obliczenie potgczen wirnikow miedzy bebnami
szyfrujgcymi.

"Stownik” poje¢ matematycznych
Podane tu zostang podstawowe pojecia niezbedne dla zrozumienia dalszych wywodow:

¢ Klucz to informacja umozliwiajgca odczytanie danego szyfru, na przyktad poczgtkowe
ustawienie wirnikow

o Permutacja A zbioru Q to réznowartosciowe odtworzenie zbioru Q w siebie. Oznacza
to przyporzadkowanie kazdej literze zbioru innegj litery z tego zbioru.
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e Stopien permutaciji to liczba elementéw zbioru Q. Dla rozwazah dotyczgcych Enigmy
zawsze bedzie wynosi¢ 26, ze wzgledu na liczbe liter na klawiaturze maszyny.
Charakterystyczne niemieckie litery takie jak &, 6, U, [3 zostaty zamienione na ich zwykte
odpowiedniki, a wszystkie znaki interpunkcyjne, w tym spacje, zostaty zastgpione literg
X.

e Cyklem jest permutacja zbioru Q, spetniajgca warunek: w zbiorze Q istnieje podzbior Y
taki, ze 1m(a1) = az, mM(az) = as, ..., M(ak1) = ak, m(ax) = a oraz dla kazdego a; takiego,
ze ai nie nalezy do podzbioru Y zachodzi r(a;) = ai. W praktyce przektada sie to na fakt,
ze permutacja: A = (a,b,c,d,e) przeksztatca litere ana b, b nac, ... oraz e z powrotem
na a.

o Permutacja tozsamosciowa oznaczana najczesciej literg “I”, to permutacja, w ktérej
kazda liczba, bgdz litera, zamieniana jest na samg siebie.

e Transpozycjg nazywamy cykl dwuwyrazowy, o przyktadowej postaci B = (a,b).

e Superpozycja, inaczej zwana jest sktadaniem (iloczynem) permutaciji. Definiujemy ja
nastepujgco:

A=[1,A(1)]1[2,A(2)]...[n, A(n)] B=[1,B(1)]1[2, B(2)]... [n, B(n) ]

AB =[1, B(A(1)) 1[2, B(A(2)) ] ... [n, B(A(n)) ]

Jest ona dziataniem nieprzemiennym. Ponadto, jesli permutacje A i D skifadajg sie z
samych cykli transpozycji oraz permutacja A zamienia a na ¢, a permutacja D zamienia
a na r, to w superpozycji AD literze ¢ przyporzadkowywana jest litera r. Niewiadoma
litera a jest jednak rézna od r oraz ct*l.

e Cykle roztgczne to takie cykle, ktore nie posiadajg ze sobg elementéw wspdlinych.
Czyli, na przyktad (a, b, c) i (d, e, f).

o Kazda permutacja jest cyklem lub moze byé przedstawiona w postaci iloczynu cykli
roztgcznych, na przyktad: A= (a, d, f, e, c, h, g, b); B=(a, d, e, f) (b, ¢) (g) (h).

e Permutacja odwrotna do permutacji A, zapisywana A’ to permutacja spetniajgca
réwnania:

A'A=AA"T =]

e Twierdzenie o iloczynie transpozycji: jesli A i B sktadajg sie z samych transpozyciji
roztgcznych i sg tego samego (parzystego) stopnia, to w ich iloczynie wystepujg pary
cykli roztgcznych charakteryzujgce sie tym, ze cykle nalezgce do tej samej pary majg
te samg diugosé:

A =(a, c) (b, g) (h, f) (d, e) B =(c, b) (g, h) (f, a) (d, e)

AB = (b, h, a) (f, g, c) (d) (e)
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Na podstawie tego twierdzenia mozna wyciggna¢ nastepujgce wnioski:

1) Litery wchodzgce w skiad tej samej transpozycji permutacji A lub B wchodzg zawsze
do 2 roznych cykli tej samej dlugosci permutacji AB:

A =(a,c) (b, g) (h, f) (d, e) B = (c, b) (g, h) (f, a) (d, e)
AB = (b, h, a) (f, g, c) (d) (e)

2) Jezeli 2 litery znajdujgce sie w 2 roznych cyklach permutacji AB nalezg do tej same;j
transpozycji permutacji A albo B, to litery sgsiadujgce z nimi w cyklach jedna z prawej
strony od pierwszej litery, druga z lewej strony od drugiej litery, tez nalezg do jednej
transpozycji permutacji A albo B:

A=(a,c)(b,g)(h,f)(d,e) B=(c,Db)(g, h)(f,a)(d,e)
AB = (b, h, a) (f, g, c) (d) (¢) AB = (b, h, a) (f, g, c) (d) (e)

Wywéd matematyczny

Rejewski wysnut twierdzenie, ze charakterystyka dnia (pierwsze szesc¢ niezaszyfrowanych liter
w nagtdwku depeszy) byta ustawiana indywidualnie przez szyfrantow, wiec mogtaby byc¢
podatna na ludzkie btedy. Stwierdzit, ze szyfranci z lenistwa ustawiali tréjki ztozone z tych
samych trzech liter, czyli np.: aaa, bbb, ccc itd. Okazato sie, ze trojki zaszyfrowane w ten
sposob stanowity znaczng czes¢ wszystkich wiadomosci, co umozliwito dekryptaz. Metode te
zaczynato sie od zatozenia, ze wszystkie permutacje przeksztatcajg takg samg niewiadoma
litere, na te z obu trojek depeszy. Tak wiec dla pierwszej depeszy wystepujg nastepujgce
przeksztatcenia dla permutaciji:

A: a nax B:anar C.anaw D:anar E:anag F:anas

Numer porzadkowy depeszy |SzeSc¢ pierwszych liter depeszy

XTW rgs
chm grt
owo qkk
ppq cjl
fkr xoa

ouv gay

crx ggg
vvb zse

uuz yau

0 nnk mld
Tabela numer 1 (pierwotnie zawierata ona 76 pozycji)
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Nastepnie z “dodatkowej wiasnosci superpozycji dla permutacji sktadajgcych sie z cykli
transpozycji” oraz tréjek depesz wyznaczamy iloczyny AD, BE, CF, przyjmujgce nastepujgce
postacie:

AD=(a,u,y,v,zi,w)(b,f xrhijt)(c,g nmkp)dels, o,Qq)
BE=(a,w,k,0,y,m x,p,ji,e tu)b,dfqgznlhragv,s,c)
CF=(,ihmtxgncfaqljr(bezuwsokdp,nv,y)

Z wniosku 1), z twierdzenia o iloczynie transpozycji, mozna ustali¢, ze szukana litera a znajduje
sie w cyklu tworzgcym pare (liczba elementdéw obu cykli jest taka sama) z cyklem, w ktérym
znajduje sie litera, na ktdérg jest zamieniana przez permutacje A, B, C. Dla danych iloczynow
sg to pogrubione cykle:

AD=(a,u, y,v,z,i,w) (b, f,x,r,hjt)(c,g,nmkp)dels,o,Qq)
BE=(a,w,k,0,y,m x,p,j,i,e tu)(bdfqgznlhrgv,s,cC)
CF=(,i,h,mtx,g,cfq,ljr(bezuws,okdpnvy

Litera a nie moze sie znajdowac w cyklach, z ktorymi ten cykl nie tworzy pary oraz a nie jest
literg znajdujgcy sie w cyklu z ta, na ktorg jest przeksztatcana. Tak wiec, po dalszej eliminaciji,
o moze pierwotnie bycC literg a lub i. Nastepnym krokiem jest wyznaczenie permutacji za
pomocg wniosku 2) twierdzenia o iloczynie transpozycji. Zaktadajgc, ze a to a, transpozycje
przyjmujg nastepujgce postacie:

= (x, @) (r,w) (h,1)(, 2) (t, v) (b, y) (f, u) A
(r,a) (g, u) (v, ) (s, €) (c, i) (b, ]) (d, p) (f, x) (q, M) (2, y) (n, 0) (I, k) (h, w)
(w, a) (s, 1) (0, ) (k, 1) (d, ) (p, f) (n, ) (v, ) (y, x) (b, 1) (e, M) (2, h) (u, i)

A
B
C

Czes¢ permutacji A jest nam nieznana. Mimo to zestawiamy pierwsza trojke (po lewej stronie
tabeli) z pierwotnie wpisanymi przez niemieckich szyfrantéw literami (po prawej stronie tabeli).
Nastepnie patrzymy, czy w tych drugich mogg wystgpié¢ trzykrotne powtdrzenia.

chm ?72we
oOWOo ?hj
PPQ ?dd
fkr uls
ouv ?7¢g
Crx ?ay
vvb ttt

uuz fgh
nnk 2?0l
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Jesli nie, dana tréjka nie jest szyfrogramem jednej litery a. (Jezeli uznamy, ze niewiadoma
litera a to i, wowczas zadna z tréjek nie moze by¢ szyfrogramem jednej litery.)
Przyjmujac, ze szyfrowano trojki o tych samych literach, przeksztatcenia (p, d) i (o, g) sa
konieczne, by litera a byta szukang a. Sprawdzamy, czy nie wystepuje sprzecznosé¢ z
twierdzeniem o iloczynie transpozycji. Nie powoduje to sprzecznosci, a pozwala na
jednoznaczne wyznaczenie postaci permutacji A:

A =(x,a)(r,w) (h,i)(, 2) (t v) (b, y) (f, u) (p, d) (c, 9) (9, 0) (n, 8) (M, I) (k, €)

oraz na catkowite uzupetnienie charakterystyk dnia:

chm gwe
oOWo ghj
PPq ddd
fkr uls
ouv ggeg
crx gay
vvb ttt

uuz fgh
nnk sol

Na nieszczescie Polakéw, na poczatku 1933 roku, niemieckim szyfrantom zakazano uzywaé
trojek ztozonych z tych samych liter. Wéwczas uwidocznita sie tendencja do wybierania tréjek
z sgsiadujacych ze sobg na klawiaturze liter, na przyktad g w e, a s d, e r t. Niedtugo pozniej
te kombinacje zostaty zabronione, wiec trzeba byto opracowac inne metody tamania Enigmy.

Pierwszg byta metoda statystyczna, badajgca upodobania szyfrantéw. Okazato sie, ze
pierwszymi literami wystepujgcymi najczesciej byly q oraz a, drugimi samogtoski, a trzecimi |
oraz o. Najrzadszymi literami byty y oraz j. Co ciekawe, wprawione osoby zajmujgce sie
nastuchem radiowym byly w stanie rozpoznaé¢ po tempie i charakterystyce osobe, a tym
samym jednostke, nadajgcg wiadomosé. Jednak metoda ta byta mato praktyczna, bardzo
zréznicowana i trzeba byto jg czesto zmieniac®!.

O wiele bardziej skuteczna byta metoda niejednakowych liter. Polegata ona na tym, ze po
zakazie uzywania kluczy ztozonych z tych samych liter, szyfranci unikali powtarzania
jakiejkolwiek. Pierwszym krokiem byto wyznaczenie iloczynéw AD, BE i CF. Ich przykladowa
postac to:

AD =(a,l,d,f,g,v,t,r,b,i,k,q,2)(, h, e n,u,s,y,mc,x 0,w,p)
BE=(a,v,x,b,e zuvytcminp)( )
CF=(a,b,r,l,w,k,y,j,z,t,f, e, g)(d, x,u,m,iv,cq,p,s,o,n,h)
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Nastepnie tworzymy tabele, w ktérej rzymskimi liczbami |1, II, Il oznaczone sg kolejno cykle
iloczynéw AD, BE, CF. Za to w kolumny/wiersze oznaczone arabskimi liczbami wpisane sg
wszystkie mozliwe przyporzgdkowania drugiego cyklu danych iloczynow.

{1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
alp w o X ¢c my s u n e h |j
llw o x ¢ my s un e h j p
dlo x ¢ my s uneh j p w
flx ¢cmy s un e h j p w o
glc my s un e h j p w o X
vim y s u n e h j p w o X ¢
tly s un e h j p w o X ¢ m
rfs un e h j pw o x c¢c my
bj]u n e h j pw o x ¢c my s
iln e h j pwo x ¢c my s u
kfe h j pw o x ¢cmy s u n
glh j pwo x ¢cmy s u n e
z|] p O X ¢cmy s u n e h

lfa v x b e z uy t c m i p

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

Tabela numer 2

Kolejnym krokiem jest wstawienie znaku X w kwadraty, znajdujgce sie na przecieciu kolumn
i wierszy, w ktorych powtarzaty sie litery. Drugg opcjg byto uzupetnienie kwadratow numerami
porzgdkowymi depesz zamiast X, dla ewentualnego, fatwiejszego sprawdzenia. Jesli dana
komorka jest wykluczana przez dwa lub wiecej numerdw depeszy, pierwszenstwo ma numer
nizszy. Catkowicie zapetnione wiersze bgdz kolumny sg eliminowane z dalszego rozwazania.
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R

=)

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13

S

c my

X

c my s
m 'y

X

S

c

X

S

m y

C

S

X C m y s

0

S

c my

X

S

cC my

X

34

7 (13|20| 6 |46

55(23(41|46|32|10|37

40(123(19| 4 |51

30(35(49|9 |6 |5|10|36

52(52(26(24|51|29|49|43|39|59

241215226

12]10

24|18 8 |6 |19|76| 3 |58|48| 7 |21|63| 7
11| 5 |48| 2 |63|56|48|44|21|46|57 (44| 1

4814838 |57 |54

47155(21|37| 2 |59|37(22(40(13| 1 |43|56
40(24| 2 |16(38|41(35(11(19|26|23|47 |53
18|35|29|16|43|45|34|16|12|23|57 10|60

24136(19|12 |41

52|55
24159
8

59(57(19|42|47|35(36| 9 |28|11|30|40|21
28 (47|53 (11| 1 |33|41|53|57|37|49|19

27(38| 9 |16|25|18|25|49| 2 |27| 6| 1|39

g

v im vy

AN MO T 0 O NN 0 O

Tabela numer 3

VN
[

Al
4

IFE

<'\)
weela
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Nastepnym krokiem jest wykonanie podobnej tabeli, dla superpozycji BE (Il) i CF (lII).

{3 4 5 7 8 12

a

v

X

b

e

z

u

y

t

Cc

m

i

p
Mf{fa b r L w k vy j z t f e g
1{h n o s p g ¢ v i m u x d]|12|29|33(21|7 |55
2|n o s p g ¢ v i mu x d h|3|33|55/10|53|27
3]lo s p g c¢c v i mu x d h n|30|31(27|11|6 |36
4(s p g ¢ v i m u x d h n o0]30|36|33|33|15(26
5|p g ¢ v i m u x d h n o s|50|14|58] 4 10
6/lg ¢c v i mu x d h n o s p]|b5|37[11/48(29| 2
7lc v i m u x d h n o s p q|44|35/38|15 21
8lv i m u x d h n o s p q c|43|17|5|24|25|34
9li m u x d h n o s p g c v|20(24|20|43|27|55
10(m v x d h n o s p g c¢ v i]40(53|10|50(11|19
11ju x d h n o s p g c¢c v |1 m|(18(40(60|15|28|33
12|x d h n o s p g ¢ v i m u|l1l4(/43|46(35|/16| 9
13|d h n o s p g ¢ v i m u x|[32(33]2|53|1]|23

Tabela numer 4

Mozna zauwazy¢, ze wszystkie kolumny, z wyjatkiem tej oznaczonej "8" zostaly
wyeliminowane. Oznacza to, ze jesteSmy w stanie wyznaczy¢ jednoznaczng posta¢ permutac;ji
B:

B=(a, 1) (v, 9) (x, w) (b, n) (e, 0) (z, d) (u, ")y, 5) (t, 1) (¢, /) (m, 1) (i, a) (P, K).

/

N
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Eliminacja kolumn 3, 4, 5, 7, 12 dla superpozycji BE (Il) (w Tabeli numer 4), powoduje
wykluczenie kolumn 3, 6, 8, 12, 13 dla superpozycji AD (I) (w Tabeli numer 3). Permutacja C
moze przybra¢ dwie formy. Pierwsza z transpozycjg (a, p) dla kolumny piatej oraz druga z (a,

c) dla kolumny numer 7. By ostatecznie wyznaczyc¢ jedna, przyrownujemy iloczyny AD (1) i CF
(1) w kolejnej tabeli.

112 5
alw c
Lo m
d|lx y
flc s
glm u
v]|iy n
t|s e
riu h
bln j
ile p
klh w
alj o
z|p x
Mja b r I w k vy j z t f e g
5(p g ¢ v i m u x d h n o s|60|21
Zlc v i m u x d h n o s p ql|4

Tabela numer 5

W taki sposob otrzymujemy jednoznaczne postaci permutacji:
A=(a, c)(l, m)(d,y)(f, s) (g v)(v,n)(t e)(r, h)(b,J) (i p)k w)(q, o) (z x)

C=(a, ¢) (b, v) (r, i) (I, m) (w, u) (k, ¥) (v, d) (, h) (z, n) (t, 0) (, 5) (&, P) (9, )"

Przedstawiony proces byt jednak bardzo czasochtonny, gdyz zajmowat 3-4 godzin z 8-10
potrzebnych na ztamanie dziennego szyfru. By przyspieszy¢ ten proces polscy kryptolodzy, za
pomocg cyklometru, stworzyli katalog cykli, zawierajgcy 80 000 ré6znych kombinaciji. Zajeto im
to prawie rok, jednak skrocili ten fragment dekryptazu do okoto 15 minut. Niestety zmiana w
Enigmie dokonana 2 listopada 1937 roku sprawita, ze katalog trzeba byto wykonaé¢ od nowa.
Wiekszos¢ oso6b dzis mysli, ze Enigma zostata ztamana i mozna byto otwierac przystowiowego
szampana. Jednak tak na prawde byta to ciggta walka z czasem oraz o to, kto kogo de facto
przeliczy. Warto zaznaczy¢, ze sukcesy takie jak odczytanie depeszy o pojmaniu zywego lub
martwego Ernsta R6hma, rozpoczynajgce noc dtugich nozy, byly dokonane mimo brakow
finansowych (spowodowanych zarzadzeniami oszczednosciowymi lokujgcymi  Srodki
finansowe na funduszu na wypadek wojny). W praktyce “oszczedzone” pienigdze zamiast
zosta¢ wydane na ulepszenie stacji radiowych, czy wyprodukowanie wiekszej ilosci bomb,
cyklometréw badz Enigm AVA, wydane zostaty na budowe zbednych gmachow!’.
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Po klesce w kampanii wrzesniowej

Dnia 5 wrzesnia zarzgdzono ewakuacje Sztabu Gtéwnego, przy czym 6 wrzesnia objeta ona
Biuro Szyfrow. Pocigg Eszelon F zabrat polskich kryptologobw do Bukaresztu. Tam
skontaktowali sie z francuskim attaché, powotujgc sie na znajomosc¢ z “Bolkiem” (Pseudonim
Gustavea Bertranda w kontaktach z Polakami), uzyskali pomoc w ucieczce do Francji, kolejno
przez Jugostawie i potnocne Wiochy!®l. Polscy kryptolodzy, po dotarciu do Paryza, wznowili
swojg prace w osrodku “Bruno”, na zamku Vignolles. Jednak nawet “Zotte Kartki” (Feuillets
Janues) z informacjami o dziataniach wojsk niemieckich, rozchwytywane przez dowédcow
francuskich, nie byly w stanie zatrzymaé niemieckiego Blitzkriegu. Rozkaz ewakuaciji zostat
wydany 10 czerwca 1940 roku. Nowg bazg miata by¢ miejscowos¢ La Ferte Saint Aubin.
Jednak podpisanie rozejmu przez Pétaina, zmusito Polakéw do dalszej ucieczki do Afryki
potnocnej. Ukrywali sie oni tam do przetomu wrzeénia i pazdziernika 1940 roku, kiedy to
stopniowo zaczeli wraca¢ na potudnie Francji. Gustave Bertrand, pod pseudonimem “Barsac”
zakupit wille w miejscowosci Uzés, gdzie zorganizowano osrodek o kryptonimie “P. C. Cadix”.
Ze wzgledu na mniejszy zasieg nastuchu niz w osrodku “Bruno”, odczytywano tam gtoéwnie
depesze policji i oddziatébw okupacyjnych®. Do odczytu depesz z dziatan wojennych
powrécono na poczatku 1941 roku, kiedy to otwarto filie “Cadix”, o kryptonimie “Kouba”, w
Algierze. Miedzy tymi placowkami dochodzito do rotacji personelu, w okresach liczgcych 3-4
miesigce. Podczas jednej z takich wymian, 9 stycznia 1942 roku, doszto do katastrofy statku
Lamoriciére, w rejonie Wysp Balearskich. Zgineli w niej Jerzy Roézycki, Jan Gralinski, Piotr
Smolenski oraz Frangois Lanel'",

Dnia 8 listopada 1942 roku, Niemcy, sprowokowani desantem aliantow w Afryce oraz grozbg
desantu na potudnie Francji, przeprowadzili operacje o kryptonimie “Attila”. Polegata ona na
zajeciu Francji Vichy i de facto jej likwidaciji. Jako, ze ruch oporu posiadat informacje o planach
niemieckich sukcesywnie przeprowadzit 9 listopada catkowitg ewakuacje z terendw Vichy.
Zaprowadzita ona polskich kryptologéw przez sniezne szczyty Pirenejéw do hiszpanskiego
wiezienia w Belver, nie daleko Puicerda. Rejewskiemu i Zygalskiemu udato sie przedosta¢ do
Portugalii dopiero pod koniec sierpnia 1943 roku. Stamtad przeptyneli na Gibraltar, a nastepnie
przelecieli do Anglii. Na wyspach nie zostali jednak dopuszczeni do prac zwigzanych z Enigma,
ze wzgledu na tak zwang “ochrone tajemnicy”. Dlatego polscy kryptolodzy zajeli sie tamaniem
szyfréow SS i SD. Oczywiscie na efekty nie trzeba byto dtugo czeka¢. Szyfry te zostaty szybko
ztamane.

Mozna stwierdzi¢, ze wkiad Polakéw w rozszyfrowanie Enigmy nie zostat doceniony.
Niemal cata baza teoretyczno-praktyczna zostata stworzona przez polskich kryptologow.
Poczynajgc od teorii permutacji, na Enigmie AVA, cyklometrze czy bombie kryptologicznej
konczgc. Nastepnie wiedza ta zostata przekazana wywiadowi brytyjskiemu i francuskiemu na
konferencji w podwarszawskich Pyrach 25 lipca 1939 roku. Doktadniej przekazano
dokumentacje i polskie kopie Enigmy wraz z czes$ciami zamiennymil''. Jedna z
najwazniejszych publikacji dotyczaca Enigmy, czyli “The Ultra Secret” Fredericka Williama
Winterbothama, ogranicza role Polakéw jedynie do wykradniecia, a nastepnie przekazania
Enigmy Brytyjczykom. Ztamanie jej szyfru jest wedtug autora zastugg jedynie pracownikow
Bletchley park!'?. Pierwsza wzmianka na zachodzie, o rzeczywistej roli Polakow w ztamaniu
szyfru Enigmy pojawia sie w publikacji Gustava Bertranda “Enigma ou la plus grande énigme
de la guerre 1939-1945", wydanej w 1973 roku.
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Jednak nie znajdujg sie w niej nazwiska “ojcéw” sukcesu, czyli Rejewskiego, Zygalskiego
i Rézyckiego. Dodatkowo podaje on bitedng date zlamania Enigmy. Zamiast przetomu
1932/1933 pada 1939 rok. Jest to zrozumiate, gdyz kooperacja polsko-francuska nie byta az
tak rozwinieta, a strona polska ukrywata fakt ztamania szyfru Enigmy az do 1939 roku.
Dzisiejsza popkultura, na przyktad film “Gra Tajemnic” z 2014 roku, odzwierciedla brytyjskie,
btedne postrzeganie udziatu Polakéw w rozszyfrowaniu Enigmy. Mozna jedynie mie¢ nadzieje,
ze z czasem postrzeganie to zostanie zmienione.
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BEZPIECZENSTWO W DRODZE

| NIESAMOWITE PRZEZYCIA W PARKU ROZRYWKI,
CZYLI O KLOTOIDACH SLOW KILKA

Jerzy DUDEK'
1 Politechnika t.6dzka, t.odz

Wstep

Niniejszy artykut opisuje matematyczne wiasciwosci krzywych zwanych klotoidami, jak réwniez
historyczny kontekst ich odkrycia. Przedstawia on takze przyktady praktycznego zastosowania tych
obiektow w réznych dziedzinach zycia codziennego.

Definicja klotoidy

Klotoida — zwana inaczej spiralg Eulera badz spiralg Cornu, to krzywa spiralna opisana dwoma
réwnaniami:

St) = ftsin(xz) dx
0
C(t) = j cos(x?) dx

Powstaje ona jako wykres parametryczny funkcji S(t) wzgledem C(t). Powyzsze réwnania znane sg
pod nazwg catek Fresnela (odpowiednio sinus Fresnela i cosinus Fresnela).

Cechg szczegdlng klotoidy jest liniowa zaleznos$¢ promienia jej krzywizny od diugosci jej tuku, i to ta
wiasnos¢ zadecydowata o praktycznym wykorzystaniu tej krzywe;j.

Historia

Krzywa, ktoérg obecnie znamy jako klotoide, zostata po raz pierwszy skonstruowana przez Leonharda
Eulera w 1744 roku jako rozwigzanie zagadnienia dotyczgcego zginania belek, ktére opublikowat
James Bernoulli w jednej ze swoich prac pod koniec XVII wieku. Badacz ten poszukiwat bowiem
takiego ksztattu belki z jednej strony utwierdzonej, ktéra po zgieciu poprzez przytozenie pionowo
skierowanej punktowej sity do jej swobodnego konca ulegtaby wyprostowaniu. Do uzyskania takiego
efektu konieczna byta liniowa zalezno$¢ momentu gngcego od dtugosci belki.
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Rys. 1. llustracja zagadnienia Bernoulliego dotyczgcego zginania belek. Oznaczenia na rysunku: F — sita, M
— moment sity, s — dlugos$¢ odcinka belki, k¥ — krzywizna (odwrotno$é promienia krzywizny), ¢ — stata.
Zrédio: [1]

Roéwnania opisujgce klotoide zostaty z kolei wyprowadzone przez francuskiego fizyka i inzyniera
Augustina-Jeana Fresnela i byty wynikiem jego badan nad dyfrakcjg swiatta [2]. Od jego nazwiska
nazywamy je wiasnie catkami Fresnela. Nazwa klotoida zostata zaproponowana przez wioskiego
matematyka Ernesto Cesaro i wywodzita sie z greckiego klothos, ktére oznacza witdczke.

Fot. 1. Przyktad efektu zjawiska dyfrakcji na matej okragtej szczelinie — widoczne sg liczne prazki
interferencyjne. Zrédto: [3]
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Petny wykres klotoidy opracowat inny francuski fizyk, Marie Alfred Cornu, jako nomogram dla
obliczen dyfrakcyjnych. Nomogram to wykres, ktory umozliwia szybkie wyznaczenie wartosci
dowolnej zmiennej z réwnania f(x,y,..) = 0 (bez jej obliczania), gdy znane s3g wartosci
pozostatych zmiennych [4].

Na ponizszej grafice zamieszczony zostat przyktad nomogramu, ktéry obrazuje dobor parametrow
hydraulicznych przeptywu cieczy w rurach wykonanych z tworzywa PVC. Pogrubiong linig
zaznaczony jest przyktadowy odczyt z nomogramu.
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Rys. 2. Przyktad nomogramu dotyczacego hydrauliki. Zrédto: [5]

Troche matematyki wyzszej, czyli rozwiniecie w
szeregi potegowe

Catki Fresnela nie sg mozliwe do obliczenia na drodze analitycznej, aby zrobi¢ to mozliwie
najdoktadniej, trzeba korzysta¢ z metod numerycznych. Jednak ich stosowanie nie jest konieczne,
gdy zastosujemy tzw. twierdzenie Taylora i rozwiniemy wspomniane catki w szeregi potegowe.
Twierdzenie Taylora moéwi nam, ze dowolng funkcje n-krotnie rézniczkowalng mozemy przedstawi¢
za pomocg wielomianu n-tego stopnia, w ktorym kolejne potegi zmiennej x o wykfadniku catkowitym
(zaczynajac od 0, czyli kolejno 0, 1, 2 itd.) mnozone sg przez wartosci kolejnych pochodnych funkc;ji
w tzw. srodku zbieznosci szeregu i dzielone przez silnie kolejnych liczb catkowitych nieujemnych.
Zerowa pochodna funkcji w punkcie to nic innego, jak wartosc¢ tej funkcji w punkcie.
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Srodek zbieznosci to z kolei punkt, w ktérym warto$¢ powstatego wielomianu jest identyczna jak
wartos¢ rozwijanej funkcji (standardowo przyjmujemy za taki srodek punkt O i wowczas powstaty
szereg nazywamy szeregiem Maclaurina). Ponizej przedstawione sg wyprowadzenia rozwinie¢
catek Fresnela w szeregi potegowe. Cafa procedura wyglgda tak, ze na poczatku rozwijamy w
szereg funkcje podcatkowa, a nastepnie catkujemy otrzymany szereg.

Najpierw pokazemy rozwiniecie w szereg potegowy cosinusa Fresnela. Dla uproszczenia obliczen
argument funkcji podcatkowej zastgpimy podstawieniem s.
Policzmy kolejne pochodne funkcji cosinus:

cos'(s) = —sin(s)
cos' (s) = —cos(s)
cos'"(s) = sin(s)
cosV (s) = cos(s)

Widzimy, ze co czwarta pochodna tej funkcji jest taka sama. Jej rozwiniecie w szereg bedzie zatem
miato postac:
cos(0 —sin(0 —cos(0 sin(0 cos(0 —sin(0

()0+ ()sl+ ()S2+ ()S3+ ()s4+ ()55

0! 1! 2! 3! 4! 5!

+_COS(0) +Sin(0) 140 o s 05t 0 — 5O 0
7! - 25" 225 720"

Z( )" o

Po scatkowaniu otrzymamy wzdr jak ponizej — w miedzyczasie cofamy podstawienie i umieszczamy
jako argument funkciji x? (korzystamy tez z faktu, ze catka sumy jest sumg catek oraz ze wszelkie
state mozemy wyciggna¢ przed catke):

co= Z(‘ " G >'d"_f z( o Gy -| Z(‘ " G ((2713” i dx

d (-D)" [ x 4n+1 < ( D gAnt 4n+1
- £ (2n)! [4n+ 1]0 - —~ (2n)! dn+1 2( (Zn)' (4n+1)

C(s) =

Do takiego wzoru mozna podstawi¢ wartos¢ parametru t i w stosunkowo prosty sposéb obliczy¢
warto$¢ odcietej danego punktu klotoidy.

Dla sinusa Fresnela procedura rozwinigecia w szereg potegowy jest analogiczna:
sin'(s) = cos(s)
sin''(s) = —sin(s)
sin""'(s) = —cos(s)
sin!V(s) = sin(s)
Podobnie jak dla funkcji cosinus, réwniez co czwarta pochodna funkcji sinus jest identyczna.
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sin(0 cos(0 —sin(0 —cos(0 sin(0 cos(0 —sin(0
()s+ () - ()SZ+ ()3+ ()4Jr ()5+ ()S6

S() = 1 2! 3 T 51 ° 6!
—cos(0) o 0 1 0 1 7
+— +s— —gs + +ms £020° + oo
2n+1
ZH @2n+ 1!
. 2n+1 . 2)2n+1 . 4-n+2
S(t)_J 2( D @n+ 1! +1)' fz( D (2 +1)' fz( D @n+1)! +1)'
_ C =" t A2 g = e (=) [x*n+3 3 _ had (-1 £An+3
- i (2n+1)'_f x= :0(2n+1)![4n+3]0_n:0(2n+1)!'4n+3

t4n+3

2n+1)!(4n+3)

I
Ms

_)n

n:

Finalnie otrzymujemy podobny wzér jak dla funkcji C(t), przy podstawieniu do S(t) konkretnej
wartosci parametru t mozemy z tatwoscig obliczy¢ warto$¢ rzednej danego punktu klotoidy.

Rysowanie klotoidy

Réwnania klotoidy mozemy takze wyprowadzi¢ z zatozenia o liniowej zaleznosci pomiedzy
promieniem krzywizny w kazdym punkcie a dtugoscig krzywej liczong od poczatku uktadu
wspotrzednych:

RL = RiLi = Az

A jest w tym réwnaniu wspodtczynnikiem skali klotoidy, ktéry okresla wspétrzedne srodka okregu
o minimalnym (koncowym) promieniu. Wspotczynnik skali decyduje, jak duza bedzie klotoida. R;
oraz L; to odpowiednio promien krzywizny klotoidy w okreslonym punkcie oraz elementarna dtugos¢
odcinka krzywej, ktérej srodkiem jest ten punkt, natomiast R i L to odpowiednio kohcowy promien
krzywizny oraz catkowita dlugos¢ krzywej.

Parametry R i L definiujg tzw. kat zatamania (ang. deflection angle), czyli réznice katow nachylenia
stycznej do wykresu w danym punkcie i w poczatku uktadu wspétrzednych.

Jesli obierzemy kat zatamania za parametr t = % i podstawimy do wczesniej wyprowadzonych

szeregoéw, to otrzymamy nastepujgce réwnania, ktére pozwalajg na wyznaczenie wspétrzednych
kolejnych punktow klotoidy [6]:

lS l9 ll3
* = L= 0RD? T 3456(RL)*  599040(RL)E T
l3 l7 lll 115

Y = GRL  336(RL)®  42240(RL)S 9676800(RL)” |

Z definicji sg one nieskonczone, ale w praktyce wystarczajgcg precyzje zapewnia uzycie tylko
4 pierwszych wyrazow, zapisanych powyze;j.
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Punkty o wspotrzednych o wartosci bezwzglednej AZ—\/E (jeden punkt ma obie wspotrzedne dodatnie,

a drugi ujemne) to tzw. punkty asymptotyczne klotoidy — punkty, ktére krzywa okrgza nieskonczenie
wiele razy, jednoczesnie nigdy ich nie osiggajac.

ol
1.0
(o)
et
> 0.0 —

o __

-1.0

1 ] 1 Il ] I Il | L L L

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

X
Rys. 3. Przyktadowy wykres klotoidy w prostokatnym ukfadzie wspétrzednych. Zrédto: [7]

Zastosowanie na drogach i liniach kolejowych

Okazuje sie, ze od diluzszego czasu klotoidy znajdujg zastosowanie jako krzywe przejsciowe przy
projektowaniu zakretow na drogach oraz na liniach kolejowych.

W przypadku projektowania zakretu na drodze badz linii kolejowej, chcemy jak najbardziej
wyeliminowaé wptyw sity odsrodkowej — tak, by podczas pokonywania zakretu moc stopniowo
skrecac kierownice. Z fizyki wiemy, iz ta sita jest wprost proporcjonalna do kwadratu predkosci
i odwrotnie proporcjonalna do promienia krzywizny, po ktérej porusza sie pojazd. Wyobrazmy sobie,
ze najpierw poruszamy sie po linii prostej — wtedy krzywizna drogi wynosi zero, a w pewnym
momencie wjezdzamy w zakret bedgcy fragmentem tuku okregu o okreslonym promieniu. Krzywizna
naszej trasy wzrasta zatem nagle do wartosci istotnie wiekszej od zera — to samo dzieje sie
z wartoscig sity odsrodkowej. Musimy zatem albo bardzo gwattownie w maksymalnym stopniu
skrecac kierownice, albo jechaé bardzo wolno. Potgczenie prostych odcinkéw drogi z fukami poprzez
fragmenty klotoid pozwala nam na komfortowe i bezpieczne pokonanie zakretu z wiekszag
predkoscig, bo zmiana krzywizny jest ciggta i stopniowa [8].
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Arc

Line Clothoid

Rys. 4. Rzut z gory na potgczenie odcinka prostego i tukowego za pomocg krzywej przejsciowej (klotoidy).
Zrédto: [9]

Zastosowanie w roller coasterach

Klotoidy uzywane sg takze przy projektowaniu kolejek gorskich, ktdre posiadajg pionowe petle. Po
raz pierwszy petle zastosowano w konstrukcjach roller coasteréw zbudowanych w Stanach
Zjednoczonych u schytku XIX wieku. Zastosowano petle o ksztatcie okregu — co wydawato sie by¢
naturalne, jednak petle takie miaty powazng wade — ze wzgledu na ich stosunkowo niewielki
promien, w momencie wchodzenia i wychodzenia wagonu kolejki z petli, nastepowata gwattowna
zmiana krzywizny toru jazdy — z linii prostej na tuk okregu — co wigzato sie z chwilowym
wystepowaniem ogromnych przecigzen rzedu nawet kilkunastu g. Przecigzenia te stanowity duzy
dyskomfort dla pasazeréw, a w skrajnych przypadkach prowadzity do omdlen i urazéw szyi, dlatego
do 1910 roku petle takie zlikwidowano.

Circular Loop = Intense G-Forces

Rys. 5. Przebieg przecigzen wzdtuz kotowego toru petli kolejki gorskiej. Oznaczenia na rysunku:
S—wzgledna odlegtosé punktu na torze petli od jej poczatku, ¢ — wartos¢ przecigzenia. Zrodto: [10]
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Fot. 2. Kolejka Flip Fla ilway w Coneylsland Nowym Jorku.
Warto$ci przecigzen na jej petli siegaty 12 g. Zrodto: [11]

Petle w roller coasterach wrocity jednak do task w 1976 roku, wraz z otwarciem kolejki The Great
American Revolution w Kalifornii. W zaprojektowaniu jej petli inzynierowie zastosowali dwa
fragmenty klotoidy, bedace swoimi lustrzanymi odbiciami. Dzieki temu udato sie wyeliminowaé
skokowg zmiane przecigzenia przy wchodzeniu w i opuszczaniu petli, a takze zmniejszy¢
maksymalng jego wartos¢ (tg mozna dostosowaé poprzez zmiane rozmiaru catej petli). Ponadto
kolejka mogta obstuzy¢ wiecej pasazeréow na raz. Wykres o kolorze zottym na ponizszej grafice
dotyczy mniejszej petli.

Rys. 6. Przebieg przecigzen wzdtuz klotoidalnego toru petli kolejki gérskiej. Zrodto: [10]
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Klotoide mozna zastosowac takze w potgczeniu z innymi krzywymi, by otrzymac ksztatt petli
pozwalajgcy na uzyskanie statej wartosci przyspieszenia dosrodkowego lub przecigzenia w
jednostkach g na catej jej dlugosci (mozna te krzywe zdefiniowaé, rozwigzujgc uktad réwnan
rézniczkowych podany na grafice ponizej (rys. 7) — rownania te sg wyprowadzone z zaleznosci
geometrycznych dla krétkiego odcinka tuku okregu). Uzycie klotoidy w kazdym z tych przypadkow
zapewnia mozliwo$¢ ptynnego potgczenia prostych odcinkdw toru kolejki z petla.

Rys. 7. Zrédto: [10]

Przyktadem petli w kolejce gorskiej zbudowanej z potgczenia odcinkéw klotoidy i okregu (czyli
naturalnego ksztattu, ktérego proby zastosowania byty czynione na poczatku) jest Blue Fire, otwarta
w parku rozrywki Europa-Park w Niemczech w 2009 roku.

Blue Fire, Europa-Park
Rys. 8. Petla kolejki gorskiej Blue Fire. Zrodto: [10]
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Zastosowanie w pojazdach autonomicznych

Ostatnim zastosowaniem klotoid, jakie zostanie opisane w niniejszym artykule, sg pojazdy
autonomiczne. Ot6z krzywe te sg stosowane do optymalizacji nawigacji trasy przez pojazdy —
systemy tzw. lokalnego planowania sciezki (ang. local path planning) na biezgco generujg odcinki
klotoidalne, ktére minimalizujg efekty dynamiczne podczas przejazdu po drodze i zapewniajg
ptynnos¢ oraz bezpieczenstwo wykonywanych manewrow. tgcznie z obliczaniem tzw. odlegtosci
Frécheta okres$lajgcej wzajemng zbieznos¢ krzywych, klotoidy sg mozliwie jak najlepiej
dopasowywane do rzeczywistego przebiegu trasy.
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Rys. 9. Przykfad przebiegu trasy wygenerowanej przez system lokalnego planowania $ciezki w pojezdzie
autonomicznym — kolorem czerwonym jest oznaczony zbior tworzonych w kolejnych odstepach czasowych
klotoid, a niebieskim — przebieg trasy odniesienia. Zrédto: [12]

Podsumowanie

Jak zostato to opisane, pomimo iz szerszej publice klotoidy by¢ moze nie sg zbyt znane, to jednak
odpowiadajg one za realizacje niektorych fundamentalnych rozwigzan inzynierskich, bez ktérych nie
wyobrazamy sobie dzisiaj bezpieczenstwa w sieci drogowej i parkach rozrywki. Wcigz prowadzone
sg badania nad znalezieniem innych krzywych o specjalnych wifasciwosciach tgczacych ich
krzywizne i dlugosé [8], ktére w przysztosci prawdopodobnie wprowadzg przydatne usprawnienia
w innych gateziach gospodarki.
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SZEREGI FOURIERA

- METODA OPTYMALIZACYJNA OBLICZEI(! NUMERYCZNYCH PRZY
OBLICZANIU WSPOLCZYNNIKOW SZEREGU FOURIERA

Marek KRZEMINSKI'
1 Politechnika t.6dzka, t.odz

Wstep

Postep technologiczny jest nieodtgcznym elementem rozwoju kazdej cywilizacji. To on pozwala na
szybsze i tatwiejsze wykonywanie naszych codziennych czynnosci. W XXI wieku jednym z gtéwnych
kierunkdw rozwoju jest rozwdj teleinformatyczny. Wraz z nim powstata dziedzina zajmujgca sie
obliczeniami numerycznymi specjalizujgca sie w jak najdoktadniejszych i najszybszych obliczeniach.
Analiza Fouriera jest obecnie intensywnie wykorzystywana w postaci analizy sygnatéw,
przetwarzania obrazow jak i kodowaniu wraz z kompresjg danych.

Przygotowany materiat porusza kwestie optymalizacji obliczen numerycznych, podczas obliczania
wspotczynnikow a,, oraz b,, szeregu Fouriera, przy zatozeniu korzystania z funkcji wielomianowych
o stopniach nieujemnych.

Wyznaczenie algorytmu optymalizujgcego obliczenia
wspotczynnikdw szeregu

Szeregi Fouriera to potezne narzedzie, ktére jednak jest ztozone obliczeniowo. Przy obliczaniu
takich wspotczynnikéw dla réznych funkcji, wymagane jest catkowanie przez czesci, ktére w
przypadku niektorych funkcji (na przyktad wyktadniczych), moze nigdy nie da¢ skornczonego wyniku,
poniewaz kazde catkowanie przez czesci bedzie generowato kolejne. Przy przyblizaniu
numerycznym powstaje btad przyblizenia, poniewaz procesory nie posiadajg wbudowanej funkcji
catkowania, a kazde takie obliczenie jest czasochtonne.

Ponizej przedstawione sg wzory (1, 2) potrzebne do wyznaczenia szeregu Fouriera:

S(x) —70+i(ancos<—x>+bnsin<2nTnx)) , (1)
=;f%f(x)cos<2nTnx)dx , bn=;J€f(x)sin(2$x)dx, 2)
2 2

gdzie:

T — okres funkciji,

N — maksymalny stopien przyblizenia szeregu, dla1 < n < oo,
f (x) — funkcja bazowa.

Funkcja bazowa moze by¢ dowolng funkcja, jednak najczesciej uzywa sie funkcji wielomianowych,
ze wzgledu na ich uniwersalnos¢. Sg one réwniez stosunkowo proste w aproksymowaniu. Z tego
powodu rozwazane bedg funkcje wielomianowe o stopniu nieujemnym (tj. x°, x1, x?, ..., x* — gdzie k
oznacza stopien wielomianu). Podana funkcja jest okreslona na danym przedziale.
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Pierwotnie jest to odcinek zaczynajgcy sie potowe okresu funkcji na lewo od poczatku uktadu i
trwajgcy przez ten okres, czyli [—%,g]. W ogdélnym przypadku moze by¢ funkcjg okreslong na
dowolnym przedziale, na przyktad: [c,d], w takim przypadku okres funkcji bedzie wynosit:
T = |d—c|.

W ponizszym przyktadzie zostata wykorzystana funkcja ciggta, okreslona na przedziale
< 0,2 > oraz zostata zapisana wzorem (3).

f(x)—ix3—x+1
3 (3)

Wykres funkcji bazowej

Funkcja bazowa

f(x)

0 1 2
X

Wyk. 1

W tym przypadku okres funkcji wynosi T = 2. Obliczenia zostaly rozpoczete od wyznaczenia
wspotczynnika ay,:

2 rd 2nm Z 4
a, =—f f(x)cos(—x) dx = f (—xg—x+1> cos(nmx) dx =
T J. T 0 \3
4

2 2 2 (4)
= —f x3 cos(nmx) dx — f x cos(nmx) dx + f cos(nmx) dx
0 0 0

3

W celu lepszej prezentacji, zostaty wprowadzone oznaczenia: wy,_, wy, ~bazujgce na zredukowanej
postaci wspétczynnikow a,, i b, (czyli tylko czesci podcatkowej danych wspétczynnikow szeregu, a
doktadnie bez iloczynu z % we wspotczynniku):

d
Wiy, 1€ = f x*sin (Tx
Cc
gdzie:

k — stopien wielomianu,
a — odpowiednik fragmentu wspotczynnika a,,,
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b — odpowiednik fragmentu wspotczynnika b,,,
¢ — dolna granica przedziatu funkcji bazowej,
d — gorna granica przedziatu funkcji bazowej,
T — okres funkcji,

n — wskaznik sumowania szeregu.

Przy takim oznaczeniu, mozna przej$¢ do obliczania wspotczynnikéw dla funkcji wielomianowych o
dowolnym stopniu, zaczynajac od zerowego.

da

d 2nm d 2nm 2nm
[wo,,1¢ = f x% cos (—x) dx = f cos( ) X = [—sm( x)]
c T c c

T (anr )d (6)
C2nm [sm T x ]C
g, 1 Jd o (anr )d Jd _ (anr )d -T <2nn )}d
w, = | xUsin|——x)dx=| sin|—x)dx =|z—cos|—x
Opnic ™ | T . T 2nm T ¢
T [ <2nn )]d (7)
=5 —|—cos| == .
Obliczenie wspoétczynnika dla pierwszego stopnia wielomianu.
d 2nm d 2nm
[wy ]?=J x cos( )dx=J xcos(—x)dx =
an c T c T
_[ T _ (anr )]d T (¢ (anr )d (8)
= g X sin{ " 2mm sin| ——x | dx
d 2nm d 2nm
[wy,,1¢ J x sm( x)dx—J xsm( x) x =
Cc Cc
-T 2nm 2nrr 9
=[—xcos(—x +—J cos dx (9)
2n T

Mozna zauwazy¢, ze catka, ktéra powstata w wyniku catkowania przez czesci, zostata juz obliczona
wczesniej, przy obliczaniu wspodfczynnika dla stopnia zerowego. W takim razie, zostanie ona
zastgpiona wprowadzonym wcze$niej oznaczeniem:

p d 2nm T S p2ne \1* T (4 2nm
[wy,,]¢ =JC X COS <_T x) dx = [_anrx sin (—T x)]C o i sin (—T x) dx
3 . 2nm \1° . (10)
= g (esin (57 %) = Do

e FE»
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d_J‘d . <2nn )d [T <2nn )]d+ T (¢ (Znn )d _
[w1,,1c = xsin(=x)de= |omxcos (S x)] 4o ] cos( S )di =

c

W nastepnym kroku zostaty obliczone wspétczynniki dla drugiego i trzeciego stopnia wielomianu
przy zastosowaniu tych samych metod obliczen i oznaczenh:

d_Jd 5 (anr )d _[ T . <2n7r )}d ) T ¢4 (anr )d
Wy, lc = i X“ cos T x|dx = 2m_[x sin T x . onrt )., x sin T x | dx
T 2nm \1% (12)
— : d
=5 ([x2 sin (Tx>]c —2[wyq,, 1¢)
d_fd 2 o (2n7r )d _[—T 2 <2nn >]d+2 T fd <2nn )d
[Wzbn]C = i x“sin T x|dx = Znnx cos T b . o), X COS T x| dx

c

d_Jd3 (anr )d _[T 3_<2nn )}d 3T dz_(anr )d
[W3an]c—cxcos Tx x = 2m_[x sin Tx . 2m_[cxsm Tx x

d d 3 . (2nm -T 5 2nm \1% T ¢ 5 2nm
wy ¢ =| x?sin(——ux)dx =|=—xcos|—x — | x%cos|——x|dx
W3] f (T )d [Znn (T )] +32nn (T )d
[ c [
T 2nm \1% (15)
= g (7 03 (57)| #3020

c

Jak mozna zauwazy¢, zaleznos¢ ta jest rekurencyjna i mozna jg okresli¢ wzorem:
d

Ml = 5 ([xksin(Z"T“x)] —k-[W<k_1),,n]2>

c

2nm
T 2nm \1° (16)
[W,, 1% = Pre- <[x" cos (—T x)]d +k- [W(k_l)an]§>

[ <'\I N }
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Dowad:
d_fd . (Znn )d _[ T .. <2nn )}d . T (¢ ., (Zmr )d
W, lec = i x* cos T x|dx = 2n7rx sin T X . o), x“"tsin T x| dx
T _ /2nm a (17)
= %qu sin (Tx)]c —k- [W(k_l)bn]g>

a_ "ok (2T _
Wi, Ic = i x" sin (Tx> dx =

_[—T . (Znn )]d+k T (¢ ., <2nn )d B
= Znn'x coS T X . o . X coS T X X =
c

T X 2nm d
= ﬂ [x cos (TX)]d +k- [W(k—l)an]c

Jednak wzor dziata tylko dla n > 0, a poniewaz wspotczynnik a,, jest liczony rowniez dla n = 0,
nalezy podac oddzielny wzor dla tego wiasnie przypadku:

d 1 d
d _ k _ k+1
Wigo e ‘fc o = [ (19)

c

Wracajgc do przyktadu, wspétczynnik a,, mozna teraz zapisaé jako:

2 (4 2nm 24
a, = Tf £ (x) cos (Tx) dx = f (gx —-x+ 1) cos(nmx) dx =
c 0

4 (2 2 2
=§f x3 cos(nmx) dx — J x cos(nmx) dx + J cos(nmx) dx = (20)
0 0 0
4
=3 [ws,, 1§ — [wi,, 1§ + [wo,, 16

Wspodtczynniki a, i b, oblicza sie analogicznie.

[ <'\I N }
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Znaleziony w ten sposob szereg zostat natozony na wykres funkcji bazowej i przedstawiony na
wykresie 2:

Wykres funkcji bazowej i szeregu

Funkcja bazowa ‘s"‘?/
45k Szereg ‘c'/,"“,
/|
4f /i
Y,
/|
35 /
{
/
3 ]
€3 /
= | /
2:5 /
\ /
2 4‘ //
|
15 H /
\ /
15 -
\/% e
05 DN NS A = L
0 1 2
X
Wykres 2

Przyjmujgc powyzej wprowadzone oznaczenie, szereg mozemy zapisa¢ nastepujgco:

N
2 2
Sx) —70 Z (an cos( nnx> + b, sin(%x)) 21)
gdzie:
2% 2% 2%
G0 =5 ) Wiyl an =5 ) Wi, 18 ba=z ) Wt ()
k=0 k=0 k=0
1 d
_ k+1
Wiaole = [k +1 ]C
T _ /2nm a
SR NP N R
T 2nm \1°
[Wi,, 19 = ﬁqu cos (Tx)]d + k- W(k—1)a>
gdzie:

T — okres funkcji,

N — maksymalny stopien przyblizenia szeregu,

p — maksymalny stopien wielomianu funkcji bazowej,
k — stopien wielomianu,

a — odpowiednik fragmentu wspotczynnika a,,,

b — odpowiednik fragmentu wspotczynnika b,,,

¢ — dolna granica przedziatu funkcji bazowej,

d — gorna granica przedziatu funkcji bazowe;j.

weela
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Implementacja algorytmu w srodowisku Matlab

Jak mozna zauwazyc¢, we wzorze nie wystepuje catkowanie, co sprowadza obliczenia zwigzane z
wyznaczeniem wspoétczynnikéw do korzystania z podstawowych funkcji jednostek arytmetyczno-
logicznych procesora. Pod wzgledem numerycznym jest to przyspieszenie obliczen oraz (dla
wyzszych stopni wielomianu i szeregu) zwiekszenie doktadnosci obliczen.

W celu sprawdzenia efektywnosci algorytmu, zostato wykonane poréwnanie wczesnigj
zaproponowanego algorytmu z wbudowang funkcjg int() stuzgcg do symbolicznego obliczenia catek
oznaczonych danej funkcji okreslonej na przedziale. Sprawdzany byt czas potrzebny na obliczenie
wspotczynnikdw a,, i b,. Czas byt mierzony tylko w chwili obliczania wspodtczynnikéw obiema
metodami oddzielnie.

Algorytm w pierwszej kolejnosci losowatl wspoétczynnik do pierwszego elementu wielomianu
(stanowigcego funkcje bazowg) x°, w zakresie od —1 do 1. W kolejnym kroku rozpoczynat pomiar
czasu, ktory sprawdzat czas potrzebny na obliczenie wspoétczynnikéw szeregu dla: n = 1 metoda
zoptymalizowang. Po zakonczonym pomiarze rozpoczynat nastepny, ktéry mierzyt czas przy
metodzie wykorzystujgcej catkowanie. Po zakohczonym pomiarze zapisywat dane w tablicy, a
nastepnie zwiekszat stopien szeregu o jeden i powtarzat proces. Gdy algorytm obliczyt wspétczynniki
szeregu do ustalonej wartosci n (w tym przypadku 45), nastepowato zwiekszenie stopnia
wielomianu, poprzez kolejne losowanie warto$ci wspotczynnika wielomianu, tym razem dla x?! i
proces sie powtarzat az do uzyskania odpowiedniego stopnia wielomianu, w tym przypadku 30.

Wykres czasu potrzebnego dla obliczer ze standardowym catkowaniem Wykres czasu potrzebnego dla obliczen z metodg optymalizacyjng

0.012

0.008

s]

Czas [s]

0.002

20

10
10 10

Stopien N 0 o

L . Stopiefi N 0 o Stopien wielomianu
Stopien wielomianu

Wykres 3 Wykres 4

Wykres 3 przedstawia czas potrzebny na wyznaczenie wspétczynnikdow szeregu o odpowiednim
stopniu N oraz szeregu, dla metody wykorzystujgcej catkowanie symboliczne. Wykres 4 przedstawia
w sposob analogiczny, czas potrzebny dla metody zoptymalizowanej. Obliczenia wykorzystujgce
metode zoptymalizowang, zostaty wykonane okoto 10 000 razy szybciej od standardowej metody
wykorzystujgcej catkowanie. Do wyznaczenia wielomianu trzydziestego stopnia potrzebne byto 116
sekund podczas, gdy metoda zoptymalizowana skrécita ten czas do 0.0099 sekundy. Mimo, ze czas
jest zalezny od jednostki liczacej dane wspotczynniki, to jednak jest widoczny wzrost optymalizacji
czasowej wzgledem standardowej metody.

e FE)
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Dla obu sposobow tempo wzrostu czasu obliczen wzgledem stopnia przyblizenia szeregu jest
liniowe. Wynika to z faktu sumowania kolejnych elementéw obliczonych wspétczynnikdéw szeregu, o
statych stopniach wielomianu. Dla obu wykresoéw wida¢ tempo wzrostu kwadratowe w stosunku do
stopnia wielomianu. Wynika to z catkowania przez czesci lub, jak w przypadku metody
zoptymalizowanej, odwotywania sie rekurencyjnego kolejnych stopni wielomianu.

Aby lepiej zobrazowaé réznice w czasach potrzebnych na obliczenie wspotczynnikéw, mozna
przedstawi¢ oba zestawy danych w skali logarytmicznej na wykresie 5:

Poréwnanie czaséw na skali logarytmicznej

I Vetoda wykorzystujaca catkowanie
[ Metoda zoptymalizowana

Czas|s]

Wykres 5

Podsumowanie

Zastosowanie przedstawionej metody optymalizacyjnej moze znaczaco wptyng¢ na szybkosé
wykonywanych obliczen. Przede wszystkim, wspomniana metoda bedzie miata wptyw w
jednostkach o mniejszych zasobach sprzetowych, takich jak systemy wbudowane lub
mikrokontrolery. Metoda ta znajdzie zastosowanie réwniez w przypadkach, gdzie liczy sie czas
potrzebny na obliczenia, ze wzgledu na dziatanie w czasie rzeczywistym. Nalezy zaznaczy¢, ze
obliczenia zostaty przeprowadzone na funkcjach ciggtych, co daje doktadne wartosci obliczonych
catek. Obie metody zwracaty doktadne wartosci, jednak metoda zoptymalizowana wykonuje
obliczenia znaczaco szybciej, z tg samg doktadnoscia.

Literatura

[1 D. S. Stoffer and P. Bloomfield, ‘Fourier Analysis of Time Series: An Introduction’, J Am Stat Assoc,
vol. 95, no. 452, 2000, doi: 10.2307/2669794.
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MATEMATYCZNIE OPTYMALNY PORTFEL
INWESTYCYJNY

Jakub LOMPIES

Politechnika t.6dzka, t6dz

Wprowadzenie

Z pewnoscig kazdy student, ktéry zmierzyt sie z kursem Analizy Matematycznej, spotkat
sie z nastepujgcym zadaniem:

(P) Znalez¢ minimum pewnej r6Zzniczkowalnej funkcji rzeczywistej f na przedziale [a, b].

Dla funkcji rzeczywistych jednej zmiennej potrafimy wyznaczy¢ pewien schemat, ktory
pozwala na rozwigzanie problemu (P), m. in.

* wyznaczamy punkty krytyczne f i sprawdzamy, czy nalezg do (a, b);
« jesli tak, to wyznaczamy wartosci funkcji f w tych punktach;
* obliczamy f(a) i f(b);

 porownujemy wartosci funkcji f w punktach krytycznych z f(a) oraz f(b) i wybieramy
najmniejsza.

Czy optymalizacja wielowymiarowa z ograniczeniami réwniez da sie opisa¢ podobnym
schematem? Przejdzmy zatem z prostej na ptaszczyzne i rozwazmy nastepujgce
zagadnienie:

(P") Znalez¢ minimum pewnej rézniczkowalnej funkcji rzeczywistej f na domknietym
kole o srodku w punkcie (0,0) i promieniu 1.

Wykorzystujac znang nam nieréwnos¢ kota zagadnienie (P’) mozemy zapisac w postaci:

f(z,y) — min
przy ograniczeniu
? +y? <1,

(z,y) € R%

Sugerujac sie metodg dla przypadku jednowymiarowego, rozwigzanie problemu (P’)
mozemy rozpoczg¢ od wyznaczenia punktéw krytycznych wewnatrz kota. Pozostaje
pytanie, czy potrafimy wyznaczy¢ wartosci ekstremalne funkcji f na brzegu naszego
zbioru ograniczajacego, tj. na okregu jednostkowym? Jest to wyzwanie nietrywialne,
a wiec potrzebujemy innego sposobu, ktéry umozliwi nam rozwigzywanie tego typu
zagadnien.

‘ :\,‘ X C A =
PL Politechnika t6dzka I F E ‘,” .
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W tym celu, w sekcji 2 oméwimy twierdzenie Karusha-Kuhna-Tuckera, ktére umozliwia
rozwigzanie problemu (P’). W rozdziale 3, pokazemy zastosowanie wspomnianych
powyzej rozwigzan w modelu Markowitza z instrumentem wolnym od ryzyka. W sekcji
4, postawimy sie w roli brokera i bedziemy inwestowac na gietdzie z pomocg poznane;j
wczesniej teorii.

Optymalizacja z ograniczeniami

Niniejszy rozdziat zostat opracowany na podstawie [1] i [6]. W teorii portfelowej,
dotyczacej modeli Markowitza, mierzymy sie z problemami optymalizacji z ograniczeniami
mieszanymi w postaci:

f(x) — min

przy ograniczeniach

gj(x) <0dlaje{l,.. Kk} (1)
gilx)=0dlaje {k+1,..,m},

T € R™

Do utatwienia obliczen zwigzanych z poszukiwaniem rozwigzania zagadnienia (1)
wprowadzamy funkcje pomocnicza.

Definicja 1. Funkcje L : R"” x R™ — R postaci
L@, A) = f(2)+ ) Ng;(=),
j=1

gdzie A = [\, ..., \n|T € R™, nazywamy funkcjg Lagrange’a stowarzyszong z problemem

(1).
W poszukiwaniach minimum dla problemu (1) przychodzi nam z pomocg

Twierdzenie 2 (Karush-Kuhn-Tucker). Zatézmy, ze f: R" — R jest wypukta, g;: R* — R
sgwypukte dla j € {1,...,k}ig;: R — Rsgliniowedlaj € {k+1,...,m} oraz istnieje
takiz € R, ze g;(x) < Odlaj =1,...,k oraz gj(z) = 0dlaj = k+1,...,m. Jezeli
funkcje f,q1,...,gm Sa rozniczkowalne w xy, € R", to x( jest rozwigzaniem (1) wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje taka X = [\, ..., A\, |7, ze:

(1) N, >0dlai=1,...,k;

(2) S8, Ngi(mo) = 0;

(3) =z spetnia ograniczenia problemu (1);

(4) va(CIZO, )\) = Vf(wo) + Z?;l )\ngl(mo) = @]R”,

gdzie O~ jest wektorem zerowym w przestrzeni R”.

S S
PL Politechnika todzka I F E ‘,” "
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Twierdzenie 2 zapewnia warunek konieczny i wystarczajgcy istnienia rozwigzania
problemu (1). Zatem stanowi ono narzedzie do rozwigzywania zagadnieh
optymalizacyjnych z ograniczeniami. W celu lepszego zapoznania sie z twierdzeniem 2,
rozwazmy nastepujacy przyktad:

Przyktad 3. Minimalizujemy funkcje celu f(z,y) := = + y na domknietym kole o srodku w
punkcie (0,0) i promieniu 1, {j.

x4y — min
przy ograniczeniu
(z,y) € R%

Funkcja Lagrange’a stowarzyszona z problemem (2) ma postac
L(z,y,\) =z +y+ Aa” +y* - 1).
Zauwazmy, ze

Vol(z,y,\) = [1+ 2z, 1+ 2)y]".
Zatem wykorzystujgc warunki (1)-(4) z twierdzenia 2 otrzymujemy ukfad rownan
1+2X\x=0

ktdrego rozwigzaniem jest

Rysunek 1: Graficzna interpretacja funkcji celu, ograniczenia oraz rozwigzania problemu

(2).
Politechnika todzka @ I F E :,’ (:\__-4?
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Model Markowitza z instrumentem wolnym od ryzyka

Tres¢ tego rozdziatu zostata napisana na podstawie [2], [3], [4] oraz [5]. Rozwazmy rynek
instrumentéw finansowych ztozony z instrumentu bezpiecznego, np. lokaty, obligacji lub
bonu skarbowego, o statej stopie zwrotu R, oraz z n instrumentow ryzykownych, np. akcje
lub fundusze inwestycyjne, o stopach zwrotu
P! — PY 4+ CV;(0,1
R; = -2 J (0.1 dlaj e {1,...,n}, (3)

0
F

gdzie P} i P} oznaczajg ceny j-tego instrumentu odpowiednio na poczatku i na korcu
okresu inwestycyjnego, a C'V;(0,1) opisuje wartos¢ przeptywu gotéwkowego netto na
koniec okresu inwestycyjnego j-tego instrumentu finansowego. Uwzglednianie sktadowe;j
CV;(0,1) jest istotne dla takich instrumentéw jak np. akcje z dywidenda. Inwestor
posiadajacy kapitat 17, chce zbudowac portfel £ = [z, z1, ..., 2, € R™"!, ktory umozliwi
mu mozliwie najlepszy sposob ulokowania swoich srodkoéw pomiedzy wszystkie dostepne
instrumenty. Naturalnym jest, ze 37 x; = 1. Ponadto niech m;, dla j € {1,...,n}, opisuje
ilos¢ j-tego instrumentu finansowego w portfelu inwestycyjnym. Wéwczas

T; = WOJ oraz xg= 1-— Z.ﬁb’j. (4)

Zwrdéemy uwage, ze wektor R = [Ry, Ry, ..., R,]7 jest wektorem losowym okre$lonym
na pewnej przestrzeni probabilistycznej (2, F,P). Dodatkowo, bedziemy zakfada¢, ze
momenty drugiego rzedu zmiennych losowych R; istniejq i sq skonczone, tj. E(R;)? <
oo, dla j € {1,...,n}. Woéwczas mozemy rozwazac takie wielkosci jak wektor wartosci
oczekiwanych o = [E(Rj)]§<j<n i macierz kowariancji ¥ = [CoV(R;, R;)]o<ij<n dla
wektora R oraz macierz kowariancji 3, ;, ktéra powstaje poprzez skreslenie z macierzy ¥
pierwszego wiersza i pierwszej kolumny. W teorii Markowitza wskaznikami optymalnosci

porfela sg jego wartos¢ oczekiwana oraz wariancja. W tym celu okreslamy stope zwrotu

catego portfela
Ri = Z ZEjRj
=0

oraz jej parametry, tj. oczekiwany zwrot portfela

pz =E(Rz) =E (Z :chj> =Y nER)=2"h (5)

J=0

jak i jego ryzyko

O'CQE = Var (Ri) = Var (Z l‘jRj) = Z Z TiZ; COV(Ri, R]) = ZI_,‘TiiJ. (6)
=0

i=0 j=0

Zatem jestesmy juz gotowi, aby podac¢ definicje efektywnego portfela (w sensie
Markowitza).

S > COF
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Definicja 4. Portfel £ nazywamy efektywnym, gdy nie istnieje taki portfel «*, ze

fa* > iz 1 02e < 03,
Chcac wyznaczy¢ portfel efektywny w modelu Markowitza z instrumentem bezpiecznym
musimy rozwigzac zagadnienie optymalizacyjne

02 — 2Tz — Min
przy ograniczeniu (7)
Z;LZO x] = 17

gdzie parametr 7 > 0 jest nazywany wspotczynnikiem tolerancji ryzyka inwestora.
Zauwazmy, ze skoro Ry jest statg zmienng losowa, to Cov(R;, Ry) = 0 dla kazdego j €
{0, ...,n}. Stad i z symetrycznosci kowariancji otrzymujemy

n n n

O'?c = Z i T;iT 5 COV(Ri, RJ) = Z Z T COV(Ri, RJ) = .’.UTil’liC, (8)

i=0 j=0 i=1 j=1

gdzie x = [z4, ..., z,]7 € R" jest portfelem bez instrumentu bezpiecznego. Wobec (5), (6)
i (8) problem (7) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

TS 12 — 21Ty — 2720 Ry — min
przy ograniczeniu (9)
elx +x9=1,

gdzie u = [E(R;)]_._ ie=][1,..,1]" € R",

1<j<n

Twierdzenie 5. Jezeli macierz X, ; jest dodatnio okreslona, wektory p i e sg liniowo
niezalezne oraz istnieje instrument finansowy, ktérego oczekiwana stopa zwrotu jest
wieksza od R, to dla ustalonego T > 0 rozwigzanie problemu (9) ma postac

T =0+ T2, (10)

gdzie zy = [1,0,...,0]7 € R"" oraz z = [—elu,u’|?, przy czym u = (Z11) 'p —
RO(El,l)_le.

Z dodatniej okreslonosci macierzy 3;, wynika jej odwracalno$¢ oraz wypukiosc
funkcji celu w zagadnieniu (9), a poniewaz ograniczenie rownosciowe jest liniowe,
wiec w dowodzie twierdzenia 5 wykorzystujemy twierdzenie Karusha-Kuhna-Tuckera.
Dodatkowo, gdybysmy pomingli zatozenie o dodatniej okreslonosci macierzy ¥, 4, to
wowczas istniatby taki portfel © # Og., dla ktérego Var(R,) = 0, czyli w sktad
portfela x wchodzitaby stopa zwrotu zalezna w sposéb liniowy od pozostatych, a wiec
moglibysmy poming¢ jg w naszych rozwazaniach. Natomiast liniowa zalezno$¢ wektorow
p i e spowodowataby, ze oczekiwane stopy zwrotu wszystkich instrumentow bytyby
takie same. Wtedy nasze rozwazania uproscityby sie do modelu rynku jednookresowego
dwustanowego.
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Przyktadowa inwestycja

Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktorej jesteSmy brokerami w firmie "Markowitz&Company”.
W naszej dziatalnosci postugujemy sie nastepujgcymi zasadami:

» Zaktadamy mozliwosc¢ krétkiej sprzedazy, tj. wspétrzedne wyznaczanych przez nas
portfeli mogq przyjmowac wartosci ujemne;

» Dokonujemy kupna i sprzedazy instrumentéw w momencie otwarcia GPW (Gietdy
Papierow Wartosciowych);

« Zaktadamy doskonatg podzielnos¢ akcji, tj. mozemy kupowac rzeczywiste ilosci
akciji;

* W obliczeniach pomijamy podatki oraz prowizje.

Pewnego dnia przychodzi do nas klient, ktéry chce zainwestowac swoj kapitat w wysokosSci

15 000 PLN. Oznajmia nam réwniez, ze przez ostatni tydzien obserwowat otwarcia GPW
i wybrat juz akcje spotek, w ktore chce zainwestowac.

Dzien Ceny akcji | Ceny akciji
pracujgcy GPW | spdtki o spofki 3
18.03 2510 65.6
19.03 2550 63.4
20.03 2630 62.2
21.03 2700 63
22.03 2660 63.6

Tabela 1: Ceny akcji spotek wybranych przez naszego klienta.

Zeby zamortyzowaé ewentualne straty proponujemy klientowi konto oszczednosciowe
oprocentowane 7% w skali roku (na ktorym fundusze akumulujg sie dziennie oraz mozna
je wybra¢ w kazdej chwili) lub identycznie oprocentowany kredyt (ktéry mozemy sptaci¢
w kazdej chwili). Na zakonczenie wywiadu z klientem dowiadujemy sie, ze toleruje on
ryzyko na poziomie 5%. Z klientem kontaktujemy sie w momencie wykonania korzystne;j
transakcji, zeby ustali¢ dalszy przebieg inwestycji. Zabieramy sie do pracy. Korzystajac z
wzoru (3) wyznaczamy dzienne stopy zwrotu akcji spotek a i 3, a poniewaz nie generujg
one zadnych dodatkowych przychodoéw, wiec przyjmujemy C'V,(0,1) = C'V3(0,1) = 0.

Dzienne stopy zwrotu
akcji a (RY)

Dzienne stopy zwrotu

akcji 8 (Rf)

0.0159

0.0313

0.0266
—0.0148

—0.0335
—0.0189
0.0128
0.0095

Tabela 2: Dzienne stopy zwrotu z akcji spétek wybranych przez naszego klienta.
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. - . . . . 7
ll\lg’;olmllaz)st4d2|enna stopa zwrotu naszego instrumentu bezpiecznego wynosi Ry = 324% =
Do wyznaczenia p i ¥;; z danych wykorzystamy nastepujace estymatory wartoSci
oczekiwanej i kowariancji, odpowiednio:

4 4

R 1 . R 1 i ~ i ~
s = 7 E R, oraz Apip = 3 E (R — frs ) (Ry, — figi),
k=1

k=1

dla j € {a, 3}. Wéwczas

{ 9.851

= 2.779 —1.063
. 73 — . 74
_5‘013] 10 oraz X3 { ] 1077,

—1.063 3.076

Nastepnie odwracamy macierz X, ; i wykorzystujemy wzor (10) z twierdzenia 5. W ten
sposob otrzymujemy portfel w postaci

x = [-0.344,1.61, —0.266]" .

W dniu 22.03 ceny akcji spotek « i B wynoszg odpowiednio 2 660 PLN i 63.6 PLN.
Wyznaczajac m;, dla j € {a, 8}, z wzoru (4) otrzymamy iloSci akcji, ktérymi bedziemy
operowac podczas inwestycji. Rozpoczynamy transakcje zgodnie z portfelem :

* bierzemy kredyt w wysokosci 0.344 - 15000 = 5 160 PLN;

* pozyczamy mg = %200:15000 — 62,74 jednostki akcji spotki 3;

63.6

1.61-15000

* kupujemy mq = “55

= 9.08 jednostek akcji spotki a.

Kolejnego dnia pracy GPW, tzn. 25.03, w momencie otwarcia akcja spotki a kosztuje 2 690
PLN, a akcja spdtki 3 kosztuje 63 PLN. Przechodzimy do rozliczenia naszego portfela:

» sprzedajemy 9.08 jednostek akcji spotki a, dzieki temu jesteSmy w posiadaniu
9.08 - 2690 = 24 425.2 PLN;

- oddajemy kredyt wraz z odsetkami w wysokos$ci 5160 - (1 + 32;8;5)3 = 5162.97 PLN;

* zwracamy pozyczone 62.74 jednostki akcji spotki 3, a wiec 62.74 - 63 = 3 952.62
PLN.

Ostatecznie zostajemy z kwotg 15 309.61 PLN, czyli przez weekend zarobilismy 309.61
PLN. Kontaktujemy sie z naszym klientem i uzgadniamy dalszy plan dziatania ...
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APPLICATIONS OF THE FIBONACCI
SEQUENCE IN FINANCIAL MARKETS

Mateusz SZYDLOWSKI', Tohid ZEINALLI'

' Faculty of Organization and Management, Lodz University of Technology, Lodz

Abstract

This paper demonstrates how mathematics can be used to forecast financial market behaviour. The
authors aim to share their knowledge and experience with a set of tools used in technical analysis.
The given techniques are based on the Fibonacci sequence and are shown as applicable to market
strategies. The authors present their analyses from real-life examples. A study of large financial
markets, such as the S&P 500 Index and Bitcoin, revealed the following characteristics of those
equities.

Keywords: Fibonacci sequence, financial market, technical analysis, Fibonacci retracement,
financial market strategy

Introduction

Interest in investing in financial markets increased significantly during a time of constant changes
and search for new ways of earning money. The main idea of all business models remains the same:
buy cheap, sell high. However, this principle is as difficult to implement in “typical” businesses as it
is in financial markets. It is not possible to make decisions on which shares to buy or sell and at
which time solely by guessing and achieve satisfactory results. Good luck may eventually run out,
and unfavourable consequences may become real. Traders aim to base their investments not only
on their hunches but also on the study of actual and historical data and created plenty of tools,
patterns, and strategies.

The first thought about financial markets is often associated with the stock market. Although such
a connection is correct, it does not fully explain this term. On the stock market, also called a stock
exchange or equities market, companies list their shares, whose price is later regulated by the pricing
of buyers and sellers as well as economic circumstances [1]. The financial market is a more general
term. According to [2] “Financial Markets include any place or system that provides buyers and
sellers the means to trade financial instruments, including bonds, equities, the various international
currencies, and derivatives.” There are two types of analyses which give traders higher level of
confidence — fundamental and technical. Fundamental analysis is based on the financial statements,
micro- and macro-economic factors that can provide insights into the instrument's condition. This
type of analysis helps assess the intrinsic value and make it easier to indicate whether the actual
price is under- or overvalued [3]. Technical analysis focuses on a security’s price fluctuations and
behaviour based on historical data. This type of analysis uses statistics, mathematical models, and
patterns. This is why the focus of this paper is on technical analysis, with special emphasis on
Fibonacci tools. It should be remembered that a single technical analysis tool cannot be used as the
only indicator. Conducting such analyses requires experience and understanding of the market in
which one plans to invest.

Fibonacci was an ltalian mathematician, Leonardo of Pisa, who lived in the 12" and 13" centuries.
Although he provided many works, his name is mostly known for defining a number sequence. The
sequence originated from a prediction of idealized rabbit population growth. The next sequence
element is calculated as the sum of two former numbers. A formula describing this sequence, stated
later by Albert Girard, is presented in (1) and is applicable to natural numbers [4].
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The common ratios in financial market analysis are 0.236, 0.382, 0.618 and 1.618. Their derivation
comes from dividing specific numbers in order. 0.236 is calculated by dividing an element by
a number that is 3 places ahead, 0.382 by dividing an element by a number that is 2 places ahead,
and, following the pattern, 0.618 is a division of an element by its follower. 1.618 is the inverse of
0.618, as is its calculation method. These ratios are not derivable at the lower order elements.
Robert Simson showed in 1753 that as the numbers increase in value, the ratios between the
following numbers are closer to the golden ratio — 1.618 [5].

Foi2 = Fpyr + By M

Fibonacci tools in financial markets

Fibonacci tools are pivotal in technical analysis. These tools utilize Fibonacci sequence numbers
and derived ratios to identify significant support and resistance levels in financial markets. Traders
apply Fibonacci retracement levels to predict potential price pullbacks that follow specific
movements. Fibonacci extensions offer insights into future price targets beyond the initial trend,
enhancing traders' ability to forecast market dynamics. The additional use of Fibonacci time zones
enriches analysis by presenting the potential timing of market reversals and trend continuations.
Employing these tools helps traders make strategic decisions about entry and exit points.

Fibonacci Time Zones

Fibonacci time zones focus on when the trend turning points may occur, but they do not indicate
whether the turn will be an increase in value or a correction. This tool's methodology is based on
selecting a minimum and maximum price within a chosen period. The time between these two points
is set as a reference time length, which is then extended to the future. The time zones are created
in accordance with the consecutive numbers of the Fibonacci sequence, with the reference time
length being the interval between the 0" and 15t elements of the sequence [5]. An exemplary use of
this tool can be seen on the historical graph of the S&P 500 Index, where the reference time length
was approximately two years (Figure 1).
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Figure 1 Reference time step selection

The first forecast turn was expected to occur at the beginning of 2020. According to Figure 2 such
a situation occurred. The S&P 500 Index experienced some minor shifts within the Fibonacci time
zones and the next turn is predicted to happen in 2026.
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Figure 2 Forecast throughout the years and in the future

Fibonacci Retracement

With the help of Fibonacci retracement, traders can identify trends or retracements in financial
markets. The methodology, similar to that of time zones, focuses on selection of a minimum and
maximum within a chosen period. It is important to examine a stock that: a) has either a downtrend
or up-trend, and b) has recently started a retracement [6]. This distance is referred to as a unit and
is divided into several regions. Popular ratios for Fibonacci retracement are 0.236, 0.382, 0.5, 0.618
and 0.786. 0.5 does not originally come from the Fibonacci sequence, it was utilized by Charles Dow
and William D. Gann [7]. The choice of which level corresponds to the support and resistance
is based on knowledge of the market, experience, and the duration of a change — known as the
“swing”. For example, if the swing is relatively long, a ratio of 0.236 is sometimes used [8].

An example of a stock following the Fibonacci retracement can be Microsoft Corporation (MSFT) in
years 2020 — 2024. As minimum point was chosen a value of stock after a significant correction in
2020, as a maximum — price in 2022. The reference value range is divided into only 3 regions by
lines corresponding to 38.2% and 61.8%, to obtain a clear picture. It was decided that the aimed
retracement ratio is when the price reaches the level of 61.8%. Then the stock would go uptrend and
it would be a good time to buy [9]. The examined stock proved this hypothesis. Price of a single
MSFT share almost doubled its value in less than two years (Figure 3).
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Figure 3 Fibonacci retracement application and result

Fibonacci Extension

450.00

400.00

350.00

300.00

250.00

200.00

150.00

46

This tool is based on the idea that markets might retrace a predictable portion of a move, after which
they will continue to move in the original direction. Fibonacci extensions are particularly useful in
trending markets for setting profit targets. In this tool, the most important ratio is 161.8%. To draw it,
one needs to specify three points on the chart. The first point is the end of a correction and marks
the beginning of a new trend. The second point is the end of that trend. The third point is the
beginning of the wave that we want to find the end of [4]. The example of the application of this tool

is shown in the Tesla chart in Figure 4.
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Figure 4 Fibonacci extension application

Strategies Based on Fibonacci tools
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To gain a more comprehensive view of the financial markets and maximize profits while minimizing
losses, financial market analysts have developed several strategies. These strategies, shaped by
various technical analysts, combine recurring patterns, Fibonacci tools, and insights into investor
psychology to provide more accurate entry and exit points. Three of the most widely used strategies

are Harmonic Patterns, Elliott Wave Theory, and NeoWave.
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Harmonic patterns

Harmonic patterns are in a group of specific chart formations that traders use to identify potential
reversal points based on Fibonacci ratios. They are characterized by unique geometric structures
and specific sequences of price movements, referred to as legs [10]. Schematic structures of four
patterns and simplified breakdown of each one are shown in Figure 5.

Crab Pattern

This pattern often signals significant price reversals, potentially providing high rewards. It involves
four legs: XA, AB, BC, and CD. The CD leg extends up to 161.8% of the XA leg. AB retraces 38.2%
to 61.8% of XA, BC extends 38.2% to 88.6% of AB, and CD extends beyond 161.8% of XA.

Butterfly Pattern

This pattern includes four legs: XA, AB, BC, and CD. CD extends 127.2% to 161.8% of the XA leg.
AB retraces 78.6% of XA, while BC extends 38.2% to 88.6% of AB.

Bullish @ Bearish Bullish % Bearish

Figure 5 Schematic structure of patterns [11]

A classic harmonic pattern known as the "222 pattern" after its origin in H.M. Gartley's book. It has
four legs: XA, AB, BC, and CD, with the CD leg retracing about 78.6% of the XA leg. AB retraces
61.8% of XA, BC extends 38.2% to 88.6% of AB, and CD retraces around 78.6% of XA.

Bat Pattern

This pattern offers a different risk-reward setup than the Gartley pattern. It includes four legs: XA,
AB, BC and CD. The CD leg extends to around 88.6% of the XA leg. AB retraces 38.2% to 50% of
XA, BC extends 38.2% to 88.6% of AB, and CD retraces roughly 88.6% of XA [10]. The studied
cryptocurrency (Bitcoin) shows a bat pattern (Figure 6).
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Elliott Wave Theory is a technical analysis method established in the 1930s by Ralph Nelson Elliott.
It seeks to identify patterns in financial market movements that reflect collective investor psychology,
forming identifiable wave patterns. This theory is strongly associated with Fibonacci ratios, which
help predict wave lengths and retracement levels. These patterns consist of impulse waves,

corrective waves.

Impulse Waves

Five waves that move in the same direction as the main market trend. In the five-wave impulse

structure, the third wave often extends to 1.618 times the length of the first.

Corrective Waves

Three waves that go against the main trend. In the three-wave corrective structure, the B wave

typically retraces 38.2% to 61.8% of the A wave. The C wave often matches the length of wave A or
extends to 1.618 times its length [12]. Schematic structures of this theory are shown in Figure 7.

100% of Wave 1
5 .or 161.8% of Wave 4B

161.8%, 261.8%
. of Wave 1

161.8%, 100%,
1.8%, or 50.0%
38.2%, 50,0%, of Wave 5

.0%, 61.8%

61.8% of Wave 4

0% or 61.8% of Wave A, or

250
* of Wave 1

Figure 7 Schematic structure of Elite wave [13]
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NeoWave

NeoWave is an advanced version of Elliott Wave Theory, developed by Glenn Neely. This approach
builds upon the original concepts of Elliott Wave Theory by adding new rules and guidelines to
address the complexities and ambiguities often encountered in traditional wave analysis. NeoWave
introduces additional patterns, refines wave classification, and offers more specific rules to improve
the accuracy of wave identification and trading predictions. NeoWave continues to use Fibonacci
ratios to predict potential extensions and retracements of waves, providing more precise guidelines
for these measurements. It ensures that retracements and extensions fall within specific ranges that
align with market conditions.

NeoWave recognizes more complex patterns that involve Fibonacci ratios, such as expanded flats,
triangles, and other corrective structures, which need careful interpretation. The relationships
between different waves are refined to incorporate Fibonacci ratios, not only within the context of
impulse and corrective waves but also considering more complex structures and sub-waves. In 1990,
Neely published a forecast about the Dow Jones Index. After examining 200 years of data, he
concluded that this index would reach 100,000 per unit by 2060. At the time this analysis was
published the price per unit was 1000 [14]. The analysis of his forecast is shown in Figure 8.

442413 12 frhe Dow should exceed 3
;ggbooo by the year e /\/\/
59874 1+ /
8103 e
1097 7 L
xX_ - ac
148 s T p-
WAVE () _-— M % WAVE (II)
201 » —Ad
- -2, ’ v c
274 1 o o /
< . ;

1000

(-5 © Glenn Neely

Figure 8 Graph of Neely forecast [14]

Conclusion

The Fibonacci sequence has demonstrated remarkable applications in technical analysis for
forecasting financial markets. By leveraging Fibonacci retracements, extensions and time zones,
traders can better anticipate potential market movements. Harmonic patterns and Elliott Wave
Theory, supported by Fibonacci ratios, further enhance traders' ability to predict price movements.
While these techniques are valuable, they require a solid understanding of market behavior and
should be used alongside other analytical methods. Achieving proficiency in these strategies can
greatly enhance market prediction accuracy, giving traders a strategic edge in the constantly shifting
financial world.
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GAME THEORY: THE ACCURACY OF MATHEMATICAL
MODELS IN PREDICTING HUMAN BEHAVIOR.

Adrianna CZECHOWSKA'
' Politechnika t.6dzka, t.odz

Introduction

This article explores the disparity between the accuracy of mathematical models in predicting human
behaviour within game theory. At the beginning a brief history and general applications of game
theory will be introduced, explaining its foundational concepts such as zero-sum games, Nash
equilibrium, and the prisoner's dilemma. Bridging the gap between rational predictions and actual
human actions will be discussed at the end. Theoretical questions will be addressed as follows: How
do normative models rationally explain optimal strategies? Why do these models fail to predict
human behaviour accurately? How do descriptive models from psychology account for emotional
and cognitive factors influencing decisions?

Game theory

Game theory is a branch of mathematics addressing situations involving conflicting interests. It was
first mathematically formulated in 1944 by John von Neumann and Oskar Morgenstern who took
notice of the fact that mathematics used in physical sciences was of a disinterested nature [1][2]. It
did not take into consideration the strategic interactions and it assumed the behaviour of the objective
natural phenomena, hence it was not a good fit for economics involving a complex interplay between
individuals, businesses, and governments, each responding to different incentives. Consequently,
Neumann and Morgenstern developed game theory to model these situations as "games," where
individuals are depicted as rational players (usually referred to as agents) with specific goals to
maximise their gain. Agents rely on logic and rationality, rather than chance or luck. The strategic
process of decision-making is usually modelled using directed graphs called game trees or
matrices[1]. This article will use matrices as they effectively display the outcomes, represented by
players’ utility functions, for all possible strategy combinations.

Zero-sum games

A zero-sum game is a situation in game theory where one player's gain is exactly balanced by
another player's loss, resulting in a net sum of zero [2]. Some examples include poker, chess or
election campaigns. A depiction of such a situation in a two-person arrangement can be observed
in Figure 1. Each cell in the matrix shows the payoff for both players based on their chosen strategies.
The first number in each cell is Player 1's payoff and the second number is Player 2's payoff. It can
be observed that regardless of the strategy chosen, one player will always lose, indicating there is
no equilibrium in this game. There is no stable solution where the outcome can be optimised for both
players.
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Player 2
strategy 1 strategy 2
=
Q0
)
- © -1,1 1, -1
s @
)
T
.~
P
o0
3 1, -1 -1,1
e
@

Figure 1: An Example of a Matrix for a Two-Person Zero-Sum Game

Nash equilibrium

Nash equilibrium is a stable state in game theory where each player's strategy is optimal given the
strategies chosen by the other players, with no incentive for any player to unilaterally deviate [3]. A
portrayal of such a situation in a two-person scenario can be observed in Figure 2. The numbers in
each cell represent the payoffs for Player 1 and Player 2 for each combination of strategies. Here,
the Nash equilibrium occurs twice. First, when Player 1 chooses Strategy 1, and Player 2 chooses
Strategy 1. The payoffs are (5, 9). Second, when Player 1 chooses Strategy 2, and Player 2 chooses
Strategy 2. The payoffs are (4, 7). In both cases, each player's strategy is optimal given the strategy
of the other player, and neither has an incentive to unilaterally change their strategy. Rational
thinking leads to the maximisation of gain.

Player 2
strategy 1 strategy 2
=
00
)
A © %9 2,6
g 7 —
©
N
P
00
3 %5 4,7
g F
%]

Figure 2: An Example of a Matrix for a Two-Person Nash Equilibrium.
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Prisoner’s dilemma

A prisoner’s dilemma is a situation in which two individuals, acting in their own self-interest, result
in a collectively worse outcome by not cooperating, even though cooperation would yield the best
outcome for both [3]. An illustration of this situation in a two-person scenario is shown in Figure 3.
If both prisoners confess, they each receive 5 years in prison. If Prisoner A confesses while
Prisoner B remains silent, A goes free (0 years) and B receives 20 years.

If Prisoner A remains silent while Prisoner B confesses, A receives 20 years and B goes free (0
years). If both prisoners remain silent, they each receive 1 year in prison. The optimal collective
outcome is achieved when both prisoners remain silent, resulting in 1 year of imprisonment for each.
It is the best choice assuming both prisoners are led by pure reason and want to minimise their
sentence. Unfortunately, due to fear and self-interest, it is more probable that each prisoner
confesses, anticipating that the other might confess to minimise their own sentence. This results in
a worse collective outcome of 5 years each, but it minimises the risk. The pressing question is how
we can more accurately predict the prisoners' choices if the rational choice that maximises collective
gain is often not the strategy they actually follow? Descriptive models and psychology prove to be
useful.

Prisoner B
confess remain silent
v
wnv
)
G
o
f S 5 years, 5 years 0 years, 20 years
@
[ ==
(@] 4=
v e
= Q
o. B
% 20 years, 0years 1 year, 1year
e
()
| S

Figure 3: An Example of a Matrix for a Prisoner’s Dilemma.

Descriptive and normative models

Normative models assume that the decision-maker is strictly rational. They provide standards for
how decisions should be made to achieve the most optimal outcomes. They are based on
mathematical principles and logical analysis. On the other hand, descriptive models take into
consideration that the decision-maker might be influenced by some other factors such as emotions
or heuristics [4].

An example of a descriptive model from the field of psychology which helps to fill the gap between
rational predictions of game theory and actual human actions is the adaptive decision-maker
framework developed by Payne, Bettman and Johnson in 1933 [5]. It showcases that the strategy
one uses is based on one of the 4 meta-goals proposed in the framework:
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maximising decision accuracy

minimising the cognitive effort

minimising the experience of negative emotion
maximising the ease of justification of a decision

These goals demonstrate why in many cases, just like in Prisoner’s dilemma, normative models are
not enough to accurately predict one's actions. Based on the previously given example from Figure
3. it can be interpreted that prisoners chose to confess because it is easier to do it and reduce the
sentence rather than analyse the most collectively optimal choice and take the risk that the other
person might also disclose some information. This decision can also be relatively easy to justify as
individuals are acting in their self-interest and it can be less stressful (which minimises the
experience of negative emotion) because it lowers the chance of the extended sentence.

Discussion and conclusions

In summary, normative models from game theory provide the idealised decision-making strategy
based on which we can predict one’s behaviour assuming that they are led purely by logic. What
they lack is the consideration of the complexity of the human psyche. Nevertheless, they are a good
tool to speculate what might be the choice of our opponent in a situation of conflicting interests.

The accuracy of game theory in predicting human behaviour can be increased by taking into account
descriptive models as well as the fact that humans have limited cognitive ability and often will take
mental shortcuts while making decisions. What seems to be crucial is the comprehensive analysis
of different phenomena from the perspective of different fields of science as this betters our
understanding of human behaviour.
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MATEMATYCZNA DROGA DO ALTRUIZMU

Jakub CHMIEL
Politechnika Krakowska im. Tadeusza KosSciuszki, Krakow

Wprowadzenie

Skad wzigt sie altruizm? | czy prawdziwy altruizm istnieje? Zaskakujgce jest, ze odpowiedzi na te
pytania moze nam przynies¢ matematyka, a konkretnie teoria gier i iterowany dylemat wieznia. W
tej pracy chciatbym pokazaé jak Robert Axelrod badat problem altruizmu oraz przedstawi¢ wyniki
napisanego przeze mnie programu. Padng istotne pytania o pochodzenie altruizmu oraz o to czy
prawdziwy altruizm istnieje. Ciekawym wnioskiem jest to, ze matematyka pokazuje nam dlaczego
optaca sie by¢ dobrym cztowiekiem.

Dylemat wieznia

W pewnym teleturnieju dwaj przypadkowi gracze dostajg do podziatu nagrode pieniezng. Kazdy z
nic musi podjg¢ decyzje niezaleznie, nie wiedzgc, co wybierze druga osoba. Kazdy uczestnik ma
dwie mozliwosci: wspotpracowacé albo zdradzié. Wspétpraca oznacza, ze obaj uczestnicy decyduja
sie podzieli¢ nagrode w sposéb sprawiedliwy. Zdrada oznacza, ze jeden z uczestnikéw prébuje
zdoby¢ wiekszg czes¢ nagrody kosztem drugiego.

Jesli obaj zdecydujg sie wspétpracowaé, obaj dostang po 3 tysigce ztotych. Jesli obaj zdecydujg sie
zdradzi¢, obaj dostang po 1 tysigcu ztotych. Jesli jedna osoba zdecyduje sie wspotpracowag, a druga
zdradzi¢, osoba wspotpracujgca dostanie 0 ztotych, a osoba zdradzajgca 5 tysiecy ztotych. Podziat
nagrody w zalezno$ci od wybranej strategii prezentuje ponizsza macierz wyptat.

Gracz B
Wspoipraca Zdrada
Gracz A | Wspoipraca (3, 3) (0, 5)
Zdrada (5, 0) (1, 1)

Para (a, b) znajdujgca sie na przecieciu strategii wybranych przez graczy to suma ich wyptat, gdzie
a oznacza wyptate gracza A, natomiast b - wyptate gracza B (w tysigcach ztotych).

Gra tego typu znana jest jako dylemat wieznia i jest jedng z ciekawszych gier o sumie niezerowej.
Gra o sumie niezerowej to taka gra, w ktérej suma wygranych wszystkich graczy nie jest réwna zero.
Inng definicjg uzywang w teorii gier to gracz racjonalny, czyli taki gracz, ktéry podejmuje mozliwie
najlepsze dla siebie decyzje. W tym przypadku zdrada jest zawsze lepsza od wspoipracy.
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Jesli przeciwnik chce wspdétpracowac, to mozemy wybra¢ wspotprace i otrzymaé 3 tysigce nagrody
lub zdrade i otrzymacé 5 tysiecy. Podobnie w przypadku, gdy przeciwnik zdradzi: mamy wtedy wybor
miedzy brakiem wygranej (przy wyborze wspotpracy) lub wygraniu tysigca (przy zdradzie).

W obu przypadkach wybor zdrady daje nam wiekszg wygrang. Jednak jesli obaj gracze sg racjonalni
to obaj wybiorg zdrade (1, 1) i dostang po tysigcu ztotych mimo, ze istnieje wybdor zdecydowanie
lepszy jednoczesnie dla kazdego z nich (3, 3). Punkt (1, 1) jest tak zwang rownowagg Nash’a, gdyz
przy takich wyborach nie optaca sie Zzadnemu graczowi zmieni¢ swojej decyzji, jesli drugi gracz
swojego zdania nie zmienia.

Z dylematem wieznia mamy do czynienia w wielu sytuacjach np. gdy dwa panstwa toczg ze sobg
wyscig zbrojen i zastanawiajg sie, czy sie zbroi€¢ czy rozbraja¢. Gra ta spotykana jest w takich
naukach jak ekonomia, polityka czy socjologia.

Rys historyczny

W 1859 roku Charles Darwin opublikowat dzieto ,O powstaniu gatunkéw”, ktére wstrzgsneto
Swiatem. Darwin napisat tam, ze dobro¢ wsrdod zwierzat jest ,najpowazniejszym problemem mojej
teorii”.

Kto korzysta na tej dobroci? Wspdélnota? Czy dobdr dziata na poziomie grupy szkodzac jednostce?
W jaki sposéb w doborze naturalnym moga by¢ preferowane cechy zmniejszajgce przystosowanie
jednostki? Cechy takie jak np. altruizm.

Altruizm mozemy zdefiniowac jako:

- Kierowanie sie w swym postepowaniu dobrem innych, gotowos¢ do poswiecen. (Stownik PWN)

- Dziatanie na korzy$¢ innych; dobrowolne ponoszenie pewnych kosztéw przez jednostke na rzecz
innej jednostki lub grupy; zachowanie przeciwstawne egoizmowi. (Wikipedia)

Turniej

Nad problemem altruizmu zastanawiato sie wiele osob. Warto przy tej okazji wymieni¢ Piotra
Kropotkina, ktory jako jeden z pierwszych uczonych spojrzat na altruizm jak na sume zyskéw i strat,
ktére podswiadomie sg analizowane przez ludzi lub zwierzeta. Swéj wkiad miat takze William
Hamilton, ktéry badat temat doboru krewniaczego. Nalezy rowniez wspomnie¢ o Georgu Price’ie,
chemiku, twoércy réwnania kowariacyjnego. Réwnanie to opisuje proces zmiany czestosci alleli w
populaciji.
W ciekawy sposob zagadke altruizmu badat Robert Axelrod. Wpadt on na pomyst, ze to zagadnienie
mozna badac¢ poprzez iterowany dylemat wieznia. Polega on na graniu w dylemat wieznia raz za
razem. Gra ta jest duzo bardziej skomplikowana niz jej klasyczna wersja, poniewaz gracze sg
swiadomi tego, jak ich przeciwnik zagrat w poprzedniej rundzie.
Jaka jest najlepsza strategia w iterowanym dylemacie wieznia? Ponizej prezentuje przyktadowe
strategie (fenotypy):

- Zdrajca (zawsze zdradza),

- Frajer (zawsze wspotpracuje),

- Losowy (podejmuje losowe decyzje),

- Obrazalski (wspotpracuje do momentu, az przeciwnik po raz pierwszy go zdradzi. Wtedy sie

obraza raz na zawsze),
- WetZaWet (zaczyna od wspotpracy, a nastepnie kopiuje poprzedni ruch przeciwnika).
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Witasdnie to zagadnienie badat Robert Axelrod. Wymyslit on turniej, w ktérym osobniki o réznych
fenotypach graty, w systemie kazdy z kazdym, w iterowany dylemat wieznia. Przeanalizujemy
program, ktéry bada to zagadnienie. W populacji znajduje sie 17 osobnikéw grajgcych réznymi
strategiami. Program przeprowadza dylemat wieznia pomiedzy kazdymi dwoma osobnikami 200
razy, a nastepnie porzadkuje ich malejgco w zaleznosci od liczby zdobytych punktéw. Po
przeprowadzeniu wielu gier mozna zauwazy¢, ze najlepszymi strategiami sg WetZaWet oraz
Obrazalski.

Jesli jednak program ten ma w jaki$ sposdb symulowac otaczajgcg nas rzeczywisto$¢ pojawia sie
pewien problem. Gdy w tej symulacji spotkaja sie dwa osobniki o fenotypie WetZaWet bedg one
wspotpracowaly ze sobg caty czas, jednak w rzeczywistosci czasami dobre intencje sg Zle
odbierane, innymi stowy dochodzi do pomytek, ktére trzeba wzigé pod uwage. W takim przypadku,
gdy czasem jednostki bedg sie myli¢, dwa osobniki bedg wspétpracowaty z sobg do momentu
pierwszej pomyiki, wtedy zaczng sie nawzajem zdradzac¢, a gdy dojdzie do drugiej pomyiki obrazg
sie na siebie na zawsze. Ponadto w otaczajgcym nas $wiecie iterowany dylemat wieznia objawia sie
w réznych grupach, czasem w grupie w ktérej jest wiecej oséb naiwnych, a czasem zdradliwych.

Dlatego, ponownie przeanalizujmy drugg wersje programu. Program ten:

- losuje poczatkowg populacje ztozong z osobnikéw o réznych fenotypach,

- przeprowadza iterowany dylemat wieznia miedzy kazdymi dwoma osobnikami,

- preferuje w nastepnym pokoleniu geny osob, ktére sobie najlepiej poradzity (dobor

naturalny),

- sprawdza co sie stanie po wielu pokoleniach.
Przyktadowe wykresy liczby osobnikdw danej populacji w kolejnych pokoleniach prezentujg sie
nastepujgco:
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Zmiana liczby populacji
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W przewazajgcej liczbie przypadkdéw zwyciezajg osobniki oznaczeni kolorem zielonym
strategia byta zwycieska? Byt to WybaczalskiBardziej, ktéry:

jest mity (zaczyna od wspotpracy),
nie daje sie wykorzystywac (reaguje na zdrade przeciwnika),
jest uczciwy (nie zdradza pierwszy),
nie jest zazdrosny (nie dazy do wygrania, przeciwnik zyskuje wiecej niz on sam),

jest wybaczalski (czasem po prostu wybacza).

59

. Jaka

Matematyka pokazuje nam wiec, ze aby zyska¢ najwiecej z otaczajgcego nas Swiata, trzeba
zachowywac sie jak zwycieski genotyp. Trzeba by¢ mitym, nie by¢ zazdrosnym, by¢ uczciwym ale
nie da¢ sie wykorzystywac i czasem powinno sie wybaczac¢. Trzeba by¢ po prostu dobrym
cztowiekiem.

Jak to sie odnosi do swiata?

Mozna zada¢ pytanie: czy matematyka rzeczywiscie odpowiada na pytanie skad wziat sie altruizm
w $wiecie zwierzgt? Wydaje sig, ze tak. Skoro jest to najbardziej optacalna strategia to nic dziwnego,
ze dobdr naturalny sprawit, Ze strategia ta zostata przyjeta przez wiekszosé gatunkéw. W celu
lepszego zilustrowania, postuze sie nastepujgcym argumentem.
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Wielu ludzi zachwyca sie wszechobecng ztotg proporcjg. Odpowiedz na pytanie, dlaczego ztota
proporcja wystepuje tak czesto w przyrodzie, moze by¢ prosta. Zatézmy, ze mamy rosliny, ktére
wypuszczajg jeden lis¢ doktadnie nad drugim. Nastepny liS¢ zawsze bedzie zastaniat poprzedni, co
powoduije, ze proces fotosyntezy jest matoj wydajny. Jesli w takiej grupie dojdzie do mutaciji, ktéra
sprawi, ze nastepny lis¢ bedzie obrécony o 90 stopni wzgledem poprzedniego, proces fotosyntezy
dla tej rosliny stanie sie bardziej wydajny, co spowoduje przewage nad innymi roslinami, ktore tej
mutacji nie posiadajg. tatwo mozna zauwazyC, ze najlepszym rozwigzaniem bedzie tu kat
niewymierny (nigdy idealnie nie zastoni zadnego z poprzednich lisci). Biorgc pod uwage, ze roslina,
ktéra najszybciej zakryje liSCmi najwiekszy procent przestrzeni, bedzie jeszcze wydajniej pobierac
energie ze stonca, okazuje sie, ze najlepszym rozwigzaniem w tej sytuaciji jest, aby roslina obracata
swoje liscie o ztoty kat. Przez wiele lat powstawaty liczne mutacje, a rosliny ktérych rozktad lisci
coraz doktadniej przyblizat ztotg proporcje, miaty przewage nad innymi, dzieki czemu ztoty podziat
moze byC obecnie zaobserwowany w tak wielu sytuacjach.

Wydaje sie, ze analogicznie mozna uzasadni¢ fakt obserwacji zachowan altruistycznych w
przyrodzie. Zatdzmy, ze w dalekich czasach istniata pewna populacja osobnikéw w duzej mierze
zdradliwych. Mutacje spowodowaty pojawienie sie kilku osobnikdw o cechach podobnych do
strategii Wybaczalski. W pojedynke taki osobnik mégt zdziata¢ nie zbyt wiele, ale kilku takich
osobnikéw mogto tgczy¢ sie w grupy i produkowac wiecej débr, niz grupy konkurencyjne, ktére sie
wzajemnie zwalczaty, a wewnetrznie nie mogty dogada¢. W momencie, gdy reprezentacja osob
wybaczalskich w populacji osiggneta pewien poziom, spoteczenstwo mogto rozwija¢ sie tak, jak
pokazujg wyniki z wczesniejszej czesci artykutu. Po prostu dobdr naturalny preferowat geny tych
0s6b. Po wielu latach interpretujemy wyniki ewolucji jako zachowania altruistyczne.

Przedstawione przemyslenia mogg by¢ btedne, jednak wydaje sie, ze stanowig pewng podstawe by
uwazac, ze iterowany dylemat wieznia jak najbardziej odnosi sie do otaczajgcego nas swiata i
rzeczywiscie odpowiada na pytanie, skad sie wzigt altruizm w przyrodzie.

Przemyslenia

Jesli zachowania altruistyczne sg wynikiem tego, co dyktujg nam geny, mozna zadac¢ pytanie: czy
cztowiek jest zdolny do czegos, co nazwalibysmy prawdziwym altruizmem, do czego$ wiecej niz
tylko to, co kazg nam czyni¢ nasze geny?

Literatura

1 Oren Harman, The Price of Altruism. George Price and the Search for the Origins of Kindness,
Copernicus Center Press, 2017
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JAK DOBRZE ZAPAKOWAC PLECAK?
Patryk NITKOWSKI

Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie

Wstep

Kryptografia jest dziedzing matematyki zajmujaca sie zabezpieczaniem informacji oraz komuni-
kacji za pomocg kodowania, tak aby tylko uprawnione osoby mogty odczyta¢ zakodowang wiado-
mosc¢.

Po odkryciu jednego z najpopularniejszych i obecnie najczesciej wykorzystywanych kryptosyste-
méw asymetrycznych RSA, Ralph Merkle wraz z Martinem Hellmanem zaproponowali szyfr ple-
cakowy. Zostat on zbudowany na bazie tzw. problemu plecakowego. W artykule zostanie sformu-
towany problem plecakowy oraz przedstawione tatwy i trudny szyfr plecakowy. Ponadto, zostanie
sformutowana hipoteza P = N P.

Zdefiniowanie problemu

Problem plecakowy. Rozwazmy ‘plecak’ o objetoSci S oraz n ‘przedmiotéw’, ktérych objetosci
wynoszg ay, ..., an. Czy istniejg liczby x; € {0,1}, i = 1, ..., n takie, Ze zachodzi rownos¢

n
i=1

tatwo zauwazy¢, ze sg trzy mozliwosci.
1. Problem posiada doktadnie 1 rozwigzanie
np.dlan=3, S=6, a1 =1, as =2, ag=3,boa; +as+a3=S5.

2. Problem posiada wiecej niz jedno rozwigzanie
np.dlan=4, S=7,a1=1,a2=2,a3=5, ay =6,b0oa; + a4 =5 = as + as.

3. Problem nie posiada rozwigzania
np.dlan:2, S =10, a1 = 3, a2:8,b0a1755’7éa2ia1+a2755’.
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Szyfr plecakowy

Wykorzystujac teraz problem plecakowy, zostanie zbudowany szyfr plecakowy.

Definicja 1 (Ciag superrosnacy). Cigg liczbowy (a;)i<, Nazywamy superrosngcym, gdy

j—1
Vie{2,..,n} Zai < aj;.
i=1

Szyfr tatwy
Szyfrowanie
Na poczatku zostanie zbudowany fatwy szyfr plecakowy. Do szyfrowania potrzebne sa:
1. wiadomos$¢ x = (z1, ..., x,), r € N sktadajaca si¢ z ciggu zer i jedynek (moga one na przykfad
oznaczac litery utozsamione z liczbami zapisanymi w systemie binarnym),
2. cigg superrosnacy (a;)i<n © Wyrazach naturalnych.
Szyfrowanie wiadomos$ci « = (1, ..., z,) odbywa si¢ poprzez podzielenie jej na k blokéw z;, j €

{1,...,k} dlugosci n (jezeli n nie jest dzielnikiem r uzupetnia sie ostatni blok odpowiednig liczbg
jedynek na koncu). Wykorzystujac ciag (a;) przeksztatcony zostaje kazdy z blokéw z;, otrzymujac

ukfad sum .
Sj = ij’iai.

=1
Otrzymany ukfad sum jest zaszyfrowang wiadomoscia.

Ponizszy przyktad ilustruje dziatanie opisanego szyfru.

Przyktad 2. Ustalmy cigg superrosngcy (a1, a2, as,as) = (5,7,29,49). Celem jest zaszyfrowanie
wiadomosci x = (1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,0,0). Na poczgtku dzielimy wiadomo$¢ na bloki dtugosci
cztery, otrzymujgc: 1 = (1,0,0,1), z2 = (1,1,0,0), x3 = (0,1,0,0). Budujemy teraz uktad sum

n
S1=> wra;=1-5+7-0+29-0+49-1 =54,

i=1
SQ =5+7= 12,
Sz =T1.
Uktad sum (S, S2, S3) = (54,12, 7) jest zaszyfrowang wiadomoS$cig.

Deszyfracja

Dysponujac ciggami (a;)i<, oraz (S;);<x, odszyfrowana zostanie wiadomos¢ x. Celem bedzie
przedstawienie kazdego z elementdw ciggu (.S;) za pomocg sumy wyrazéw ciggu (a;).

S > COF
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Aby to zrobic¢ trzeba poréwnac S;, j € {1,...,k} z ostatnim elementem ciggu (a;) i odszyfrowac
wiadomosc¢ 'od konca’, postepujac nastepujaco

)1 gdy S > ay,
" 10 gdy S < an.

Jezeli na ostatnim miejscu pojawi sie jeden, wyznaczana jest roznica S; — a,, i dalej tak samo, jak
wyzej. Jezeli pojawi sie zero, wyznaczany zostaje wyraz z,,_; tak samo, jak x,,. Zatem

s — 1 gdy Sj - Z?:j-i,-l a;T; = aj,
! 0 wp.p.

Ciag x bedacy ciagiem zer i jedynek jest odszyfrowang wiadomoscia.

Odszyfrowana zostanie wiadomos$¢ z przyktadu 2, aby lepiej zrozumie¢ dziatanie algorytmu.

Przyktad 3. Mamy dany ciag (a1, as, a3, as4) = (5,7,29,49) oraz uktad sum (S1, S2, S3) = (54,12, 7).

Odszyfrujmy na poczagtku S, = 54.

Widzimy, ze 54 > 49, wiec na ostatnim miejscu bedzie cyfra jeden. Wyznaczamy 54 — 49 = 5 i

widzimy, Zze na dwoch kolejnych miejscach od korica bedg zera. a; = 5, wiec mamy

r1 = (1,0,0,1).

Skoro Sy = 12, to tatwo widac, ze x5 = (1,1,0,0) oraz S3 = 7, wiec x3 = (0,
0

,0,0).
Naszg odszyfrowang wiadomoS$cig jest x = (x1,z9,z3) = (1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,0,

1
0,1,0,0).

Y

Ten rodzaj szyfru jest szyfrem fatwym, gdyz znajac ciagi (a;) i (S;), bez problemu mozna odszy-
frowa¢ zakodowang wiadomosc.

Szyfr trudny

Teraz przedstawiona zostanie trudna wersja szyfru.

Szyfrowanie
Do szyfrowania potrzeba:

1. wiadomosci = = (x1, ...x;) i € N sktadajacej sie z ciggu zer i jedynek,
2. ciggu superrosnacego (a;)i<, 0 Wyrazach naturalnych,

3. liczby m > 3" | a; oraz w € N takie, ze (w, m) = 1 (poprzez (m,w) oznaczamy najwigkszy
wspdlny dzielnik liczb naturalnych m i w),

4, ciagu (bi)igm gdzie b; = wai(mod m), 1€ {1, v n}

Szyfrowanie przebiega podobnie, jak w szyfrze tatwym. Majac ciag (a;), wybiera sig m > >"" | a;
oraz w takie, ze (w,m) = 1. Wyznacza si¢ ciag (b;) tak, jak zostat zdefiniowany w punkcie 4.

S > COF
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Wiadomos¢ zostaje podzielona na bloki dtugosci n oraz wyznacza sie uktad sum

n
Sj: E J}j,ibi.
=1

Przyktad 4. Wezmy cigg superrosngcy (a;) = (17,19,44,85,172,359) i ustalmy m = 728. Oczywi-
Scie, 728 = m > > | a; = 696. Dobieramy w = 17. tatwo widaé, ze (m,w) = (23-7-13,17) = 1.
Bedziemy chcieli zakodowac¢ wiadomos¢ = = (0,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,0).
Wyznaczamy cigg (b;) = 17(17,19,44,85,172,359)(mod 728).
Otrzymujemy (b;) = (289, 323,20, 717,12, 279). Dzielimy wiadomo$¢ na bloki dtugosci 6 i otrzymu-
jemy z1 = (0,0,1,1,0,1) i x5 = (0,1,0,1,0,0).
Wyznaczamy teraz S, i So

S1 =20+ 717+ 279 = 1016,

So = 323 + 717 = 1040.

Otrzymany cigg (51, S2) = (1016, 1040) jest zaszyfrowang wiadomoscig.

Deszyfracja

Aby odszyfrowa¢ wiadomos¢ = zaszyfrowang trudng wersjg szyfru, majac ciagi (b;), (S;) oraz
liczby m i w, trzeba znalez¢ rozwigzanie kongruencji wz = 1(mod m) (istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie, bo (m,w) = 1). Dalej mnozy sie S; - w~!(mod m) i dostaje

n

wilSj = Z(wilbi)xi = Zaixi(mod m).

i=1 =1

Skorom > > | a; i (a;) jest superrosnagcy, to

w(mod m)S; = Zaixi.
=1
Dalej postepowanie jest takie, jak w tatwej wersji szyfru.
Odszyfrowana zostanie teraz wiadomos$¢ zakodowana w przykfadzie 4.
Przyktad 5. Dane sg: cigg (S1,52) = (1016, 1040), liczby m = 728 i w = 17 oraz cigg (b;) =

(289, 323,20,717,12,279). Najpierw wyznaczymy cigqg (a;).
Wyznaczamy 17-!(mod 728) = 257. Wykonujemy mnozenie

257(289, 323,20, 717,12, 279)(mod 728) = (17, 19, 44, 85,172, 359) = (a;).

Wyznaczamy teraz
257 - S1(mod 728) = 257 - 1016(mod 728) = 488

oraz
257 - So(mod 728) = 257 - 1040(mod 728) = 104.

tatwo widac, ze
488 = 359 + 85 +44 /104 = 85 + 19.

Zatem mamy z1 = (0,0,
L,

1 ,1,0,1) oraz zo = (0,1,0,1,0,0). Naszg odszyfrowang wiadomosciq jest
wiec cigg = = (0,0, 1, 0

1
0,1,0,1,0,1,0,0).
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P=NP

Na poczatku sformutowanych zostanie kilka definicji.

Definicja 6 (Notacja O). Niech f,g: R — R. Jezeli
dxg > 0,¢ > 0Vz >z f(z) < cg(z),

to zapisujemy f(x) = O(g(x)).

Definicja 7. Mowimy, Zze problem da sie rozwigzac w czasie wielomianowym, jezeli jego rozwig-
zanie ma ztozono$¢ O(n*), k € N.

Definicja 8 (Problem klasy P). Moéwimy, ze problem jest klasy P, jezeli da sie go rozwigza¢ w
czasie wielomianowym.

Definicja 9 (Problem klasy N P). Mowimy, ze problem jest klasy N P, jezeli jego rozwigzanie da
sie zweryfikowac¢ w czasie wielomianowym.

Definicja 10. Problem, ktory mozna rozwigzac w czasie wielomianowym nazywamy tatwym (wy-
dajnym). W przeciwnym przypadku moéwimy, ze problem jest trudny.

Definicja 11. Méwimy, ze problem Sy nie jest trudniejszy od problemu S, jeZeli istnieje algorytm
rozwigqzujgcy problem Sy, ktérego rozszerzenie o algorytm wydajny rozwigzuje problem S;.

Definicja 12 (Problem N P-zupetny). Problem S € N P nazywamy N P-zupetnym, jezeli wszystkie
problemy T € N P nie sq trudniejsze, niz S.
Latwo da sie udowodnic, ze problem plecakowy nalezy do probleméw klasy N P, a nawet:

Twierdzenie 13. Problem plecakowy jest problemem N P-zupetnym.

Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w [1].

Wiadomo, ze jest zwigzek pomiedzy problemami klasy P oraz N P.

Lemat 14. Zachodzi zwigzek
PCNP.

Stephen Cook w 1971 roku zadat naturalne pytanie dotyczace tych klas, a mianowicie: Czy klasa
probleméw P to to samo co klasa problemoéw N P?

Do dzisiaj, niestety, nie znamy na nie odpowiedzi, ale wiele 0sdb przypuszcza, ze nie jest to
prawda.

Co wiecej, jest to jeden z siedmiu problemow milenijnych ogtoszonych przez Instytut Matema-
tyczny Claya w 2000 roku, za ktorych rozwigzanie przystuguje nagroda w wysokosci 1 000 000$.

Hipoteza 15. Zachodzi zwigzek

NP C P (réwnowaznie P = NP).

S > COF
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Mozna réwniez tatwo zauwazyé, Zze jest zwigzek pomiedzy problemem plecakowym, a hipotezg
15 i mozna jg sformutowac alternatywnie wykorzystujgc problem plecakowy.

Hipoteza 16. Problem plecakowy nalezy do klasy probleméw P.

Reasumujac, rozwigzanie problemu plecakowego da sie zweryfikowa¢ w czasie wielomianowym,
a nawet jest on problemem N P-zupetnym. Pytanie, czy da sie go rozwigza¢ w czasie wielomiano-
wym, wcigz pozostaje otwarte, a jego rozwigzanie miatoby ogromne znaczenie w dalszym rozwoju
obecnej matematyki i informatyki.

Bibliografia

[11 Hans Kellerer, Ulrich Pferschy i David Pisinger. Knapsack Problem. Berlin Heidelberg New
York: Springer-Verlag, 2004.
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JAK WYTRENOWAC WELASNA SZTUCZNA INTELIGENCJE

Wiktor BARANCZYK'
1 Politechnika t.6dzka, t.6dz

Wstep

Sztuczna inteligencja (Sl) jest jednym z najgoretszych tematdéw dyskutowanych w spoteczenstwie.
Opracowanie ChataGPT, a dokfadniej darmowe udostepnienie jego trzeciej wersji, lawinowo
przyspieszyto rozmowy na temat zagrozen i szans zwigzanych ze sztuczng inteligencjg. Dla wielu
uczenie maszynowe jest nowym tematem, jednak juz w 1950 Turing zaproponowat, jak budowac
inteligentne maszyny i testowac ich inteligencje [1]. Oczywiscie, opracowywane wtedy algorytmy
sztucznej inteligencji znaczgco sie réznity od tych, ktére znamy dzisiaj. Wiele sformutowanych teorii
okazato sie btednych lub niedokfadnych, jednak niektére z algorytméw, ktére zostaty opracowane w
tamtych czasach, dopiero teraz mozemy wykorzystaé z petng skutecznoscia.

Dzisiaj najpopularniejsze algorytmy sztucznej inteligencji opierajg sie na sieciach neuronowych,
ktére byty rewolucjg w temacie Sl, poniewaz to one pozwolity miedzy innymi na generowanie
obrazéw, rozpoznawanie obiektéw czy opracowanie modeli jezykowych. Mimo ze sieci neuronowe
réznig sie wielkoscig, trudnoscig operacji w nich zawartych czy problemami, ktére rozwigzuja, to
majg one jedng wspolng ceche — kazda z nich musiata zosta¢ wyuczona.

Perceptron

Perceptron jest matematyczng reprezentacijg biologicznego neuronu. Gtéwng czescig perceptronu
sg wagi, ktére pozwalajg obliczy¢ wazong sume wartosci wejsciowych. Dzieki temu jest on w stanie
rozwigza¢ zadanie klasyfikacji do jednej z dwdch klas oraz proste problemy regresyjne. Schemat
perceptronu zostat przedstawiony na Rys. 1.

gy 3 waga Splie
wejécie ————— > wyjscie

Rys. 1. Schemat perceptronu z jedng waga.

Sposéb dziatania perceptronu jest bardzo prosty. Wejscia, ktére na danej pozycji zawsze oznaczajg
to samo, sg mnozone przez odpowiadajgce im wagi. Nastepnie wyniki mnozen sg sumowane i tym
samym zostaje obliczone wyjscie. Perceptron mozna przedstawi¢ jako operacje macierzowa
opisang réwnaniem:

wejscieq

(1) [waga, waga, .. waga;]x wejscie, = wyjscie

wejscie;
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W celu lepszego wyjasdnienia konceptu perceptronu, zostanie przedstawiony praktyczny przyktad
jego uzycia.

Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy studentami. Od kolegi dostaliSmy perceptron, ktéry ma obliczy¢ na
bazie czasu spedzonego na nauce w godzinach, oceny z laboratorium oraz frekwencji na
laboratorium, jakg ocene otrzymamy. Zaktadamy, ze:

- wejscie 1 to czas spedzony na nauce w godzinach,

- wejscie 2 to ocena z laboratorium,

- wejscie 3 to frekwencja studenta na laboratorium,

- wyjscie to szansa na zdanie egzaminu,

- waga 1 wynosi 0.1,

- waga 2 wynosi 0.02,

- waga 3 wynosi 0.01.
W planach mamy uczy¢ sie 8 godzin, z laboratorium otrzymalismy ocene 4.5, a nasza frekwencja
wynosita 90%.

8
(2)[0.1 0.02 0.01] * [4.5] = 0.899
0.9

Zgodnie z wyliczeniami przedstawionymi powyzej, szansa na zdanie wynosi 0.899.

Perceptrony majg jednak bardzo duze ograniczenie. Sg w stanie rozwigzaé¢ jedynie problemy
liniowe. Liczba uzytych warstw nie ma na to zadnego wplywu, poniewaz wiele warstw
perceptronowych i tak moze zostaé zaprezentowana przez tylko jedng warstwe. Spowodowane jest
to tacznoscig mnozenia macierzy, dlatego najpierw przemnozy¢ wagi wszystkich warstw ze sobg,
zostawiajgc tylko jedng skumulowang warstwe. Ogranicza to mocno pule zadan, ktére mozna
rozwigzac przy pomocy takiej sieci ze wzgladu na to, ze problemy w rzeczywistym swiecie sg zwykle
nieliniowe [2].

Funkcja aktywacji

W celu wyeliminowania ograniczenia sieci co do problemow, ktére moze rozwigzac, zaczeto
wykorzystywac¢ funkcje aktywacji. Przeksztatcajg one wyjscia perceptronu zgodnie z wybrang
funkcja. Gtéwnym celem funkcji jest wprowadzenie nieliniowosci do sieci neuronowych. Dzieki temu
perceptrony sg w stanie rozwigzywac¢ problemy nieliniowe, a wiele warstw juz nie moze byc¢
skumulowana do tylko jednej warstwy [3]. Najpopularniejszg funkcjg aktywacji jest rektyfikowana
liniowa funkcja aktywacji (ReLU). Przeksztatca ona wartosci zgodnie ze wzorem (3):

(3) wartos$¢ = max (0, wartosc)

Na Rys. 2 przedstawiono, jak zmienia sie przebieg wartosci wyjsciowych. Aktualnie coraz czesciej
inne funkcje aktywacji wypierajg ReLU, jednak zwykle sg one przeksztatceniem tej funkgciji [4, 5].
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3.0 1

2.5 1

2.0 A

1.5 A

1.0 A1

0.5 A

0.0 1

Rys. 2. Przebieg wartosci dla funkcji ReLU.

Wielowarstwowe sieci perceptronowe

Wraz z pojawieniem sie funkcji aktywacji zaczety by¢ opracowywane wielowarstwowe sieci
perceptronowe, ktdre sg w stanie rozwigzywac bardziej skomplikowane problemy. Sktadajg sie one
z warstwy wejsciowej, minimum jednej warstwy ukrytej oraz warstwy wyjsciowej. Po kazdej warstwie
wartosci sg przeksztatcane zgodnie z funkcjg aktywacji. Schemat wielowarstwowej sieci
perceptronowej zostat przedstawiony na Rys. 3.

[ <'\I N }
P[%L Politechnika todzka 4

weela




70

Konferencja Zastosowan
P Matematyki MathUp
edycja 6.

perceptron 1
pierwszej warstwy

a / o

[ wejscie 1

perceptron 2
pierwszej warstwy

ukrytej

[ wejécie 2

wyijscie 1

perceptron 3
pierwszej warstwy

ukrytej

wejscie 3

\ perceptron 4

pierwszej warstwy
ukrytej

Rys. 3. Schemat wielowarstwowej sieci perceptronowe;.

Dziatanie wielowarstwowej sieci perceptronowej nie rézni sie znaczgco od perceptrondéw, gdyz
kazda warstwa posiada wartosci wejsciowe, wagi i wartosci wyjsciowe. Najwiekszg roznica jest to,
ze moze istnie¢ wiecej niz jedno wyjscie i to nie tylko w warstwie wejsciowej czy ukrytej, ale rowniez
w warstwie wyjsciowej.

Warstwy dalej mogg by¢ prezentowane przez macierze, jednak w odrdznieniu od réownania (1),
czasami macierz wag ma wiecej niz jedng kolumne, poniewaz moze by¢ wiecej niz jedno wyjscie
[6].

waga;; wagaq; .. wagaq; wejScieq wyjscieq
4) waga, wagazp; ... wagdp; . wejscie, | _ |wyjscie,
wagaj;  wagag; .. waga; wejscie; Wyjéciej

W celu lepszego zrozumienia dziatania wielowarstwowej sieci perceptronowej zostanie
przedstawiony praktyczny przyktad.

weela
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Zaktadamy, ze:

- wejscie 1 to czas spedzony na nauce,

- wejscie 2 to ocena z laboratorium,

- wejscie 3 to frekwencja studenta na laboratorium,

- wyjscie to szansa na zdanie egzaminu,

- wielowarstwowa sie¢ perceptronowa posiada dwie warstwy.
Macierze reprezentujgce kolejne warstwy sg nastepujgce:

0.01 0.02 0.002
—-0.2 0.03 0.001
0.001 0.01 0.01
0.004 0.001 0.001

(5) warstwa, =

(6) warstwa, =[0.8 —0.5 0.6 0.2]

Szansa na zdanie egzaminu zostanie obliczona dla studenta, ktéry uczyt sie 8 godzin, miat ocene
4.5 z laboratorium, a jego frekwencja wynosita 90%.
Na poczatku wartosci wejsciowe zostajg przemnozone przez warstwe.

0.01 0.02 0.002 3 0.1718

-0.2 0.03 0.001 _|—1.4641
(7) * (4.5 =

0.001 0.01 0.01 09 0.062

0.004 0.001 0.001 ' 0.0374

Wynik dziatania (7) wykorzystywany jest w kolejnej warstwie. W tym przypadku, obliczana jest
warto$¢ wyjsciowa.
0.1718
—1.4641| _
(8)[0.8 —0.5 0.6 0.2] * 0062 | = 0.9142

0.0374

Wynik dla tych samych parametrow wejsciowych jest rozni sie w znacznym stopniu. Jest to
spowodowane arbitralnym wybraniem wag, a nie ich prawidtowym wyznaczeniem przy pomocy
algorytméw uczenia.

Wraz z pojawieniem sie wielowarstwowych sieci perceptronowych powstat problem z interpretacjg
wag. W przypadku pojedynczej warstwy byto widoczne, ktéry parametr ma najwiekszy wptyw na
wynik, poniewaz czym wyzsza byta waga dla danego wejscia, tym wieksze byto znaczenie wejscia.
Wraz ze wzrostem liczby warstw, interpretacja kolejnych wag jest coraz trudniejsza, dlatego tez
nazywamy te warstwy ukrytymi. Aktualnie istniejg algorytmy do interpretacji znaczenia wag w
sieciach neuronowych, takie jak GradCAM, jednak dziatajg one tylko dla stosunkowo prostych
algorytmoéw [7].

Ustalenie wag perceptrondw jest najtrudniejszym zadaniem zwigzanym ze sztuczng inteligencja,
gdyz od tego zalezy skutecznosc¢ algorytmu. W celu dostosowania wag do tego, zeby byty w stanie
rozwigzywa¢ wybrany problem, zostaly opracowane odpowiednie algorytmy. Sam proces
poszukiwania odpowiednich parametréw nazywany jest treningiem lub uczeniem sieci neutronowe;.
W dalszej czedci zostanie przedstawiony przyktadowy proces uczenia.
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Przygotowanie danych

Zanim dane zostang wykorzystane do treningu, muszg one zosta¢ odpowiednio przygotowane.

Dane wejsciowe czesto mogg miec¢ bardzo rézne zakresy wartosci. Za przykiad wezmy dane do
przewidywania oceny. Czas nauki moze wynosi¢ od zera do nawet kilkudziesieciu godzin, ocena z
laboratorium to warto$¢ miedzy 2 a 5, a frekwencja na laboratorium bedzie wartoscig z zakresu
miedzy 0 a 1 lub inaczej 0% a 100%. Takie r6znice powodujg, ze cecha, ktora bedzie miata wysokie

wartosci, moze mie¢ duzy wptyw na wynik, nawet jesli tak naprawde nie jest znaczgca. Dodatkowo,
w treningu powoduje to duzg niestabilnos¢ wag, co utrudnia wytrenowanie algorytmu.
Rozwigzaniem tego problemu jest skalowanie wszystkich wartosci wejsciowych do tego samego
zakresu. Najczesciej jest to miedzy -1 a 1 lub miedzy 0 a 1. Dzieki temu réznice miedzy wartosciami
tej samej cechy zostajg zachowane, a jednoczesnie kazda cecha ma wptyw na model zgodnie z jej
realng przydatnoscig w rozwigzaniu problemu. Przyktadem skalowania wartosci jest normalizacja
min-max, ktéra skaluje wartosci zgodnie ze wzorem:

warto$¢ skalowana — warto$¢ minmalna cechy

€)

Y — = warto$¢ przeskalowana
warto$¢ maksymalna cechy — warto$¢ minimalna cechy

W takiej formie normalizacja zapewnia, ze wartosci kazdej cechy bedg z zakresu miedzy 0 a 1 [8].

Sposoby polepszenia procesu nauki

W procesie nauki wykorzystywane sg rozne hiperparametry oraz techniki zapewniajgce lepszy i
stabilniejszy trening. Jednym z nich jest wspotczynnik uczenia. Wptywa on na szybkosc
aktualizowania wag, zwykle jg zmniejszajgc. Wspdtczynnik nie moze by¢ ani zbyt duzy, ani zbyt
maty. W przypadku zbyt duzej wartosci, wagi aktualizowane sg zbyt szybko, przez co z tatwoscig
mogg oming¢ wartosci, ktére zapewniajg najlepsze rozwigzania. Zbyt mata wartos¢ sprawi, ze
proces treningu znacznie sie przedtuzy lub nawet nie bedzie przynosi¢ zadnego efektu. Nie ma
zasady, ktora zapewni dobry wynik dla trenowanej sieci. Zwykle warto$¢ wspoétczynnika jest miedzy
0 a 1. W celu znalezienia optymalnej warto$ci testowane jest wiele roznych wartosci i sprawdzane,
ktéra daje najlepszy wynik [9].

Inng technikg jest wykorzystywanie serii danych. Zamiast uczy¢ sie¢ na jednym przyktadzie, wagi
sg aktualizowane na bazie usrednionego btedu dla catego zestawu. W tym przypadku rowniez
testowane sg rézne rozmiary serii, jednak czesto maksymalna liczba przyktadow w serii jest
uzalezniona od mozliwosci sprzetu, na ktérym uczona jest sie¢. Gtéwnym powodem wykorzystania
serii danych jest zmniejszenie szansy na to, ze sie¢ podczas treningu pomyli minimum lokalne z
optymalnym rozwigzaniem [10].

Trening sieci neuronowych

Kazda sie¢ neuronowa opiera swoje dziatania na wagach. To od ich odpowiednich wartosci
uzalezniona jest skutecznos¢ dziatania algorytmu. Proces ustalania odpowiednich wartosci wag
nazywamy treningiem. Trzema gtéwnymi rodzajami treningu sa:

- trening nadzorowany,

- trening nienadzorowany,

- uczenie ze wzmocnieniem.
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Trening nadzorowany polega na tym, ze zapewniamy sieci wartosci wejSciowe oraz oczekiwane dla
nich kategorie (w przypadku klasyfikacji) czy (warto$¢ w przypadku regresji). Algorytm sztucznej
inteligencji szuka wzorcow w przygotowanych danych, ktére pozwolg odpowiednio sklasyfikowac
czy przypisa¢ wartos¢ nowym, wczesniej nie spotkanym, przyktadom. Nazywamy to generalizacjg
problemu.

W treningu nienadzorowanym zapewniamy tylko dane wejsciowe, bez zadnych oczekiwanych
odpowiedzi. Podczas treningu algorytm stara sie znalez¢ wzorce. Przyktadem problemu, ktory
rozwigzywany jest podczas takiego treningu jest klasteryzacja.

W uczeniu ze wzmocnieniem algorytm uczy sie poprzez nagrody, ktére otrzymuje na podstawie
interakcji ze srodowiskiem. Przyktadem tego sg algorytmy, ktére ucza sie gra¢ w rozne gry [11].

W dalszej czedci opisywany bedzie trening nadzorowany sieci wielowarstwowej.

Przyktad kroku w treningu sieci neuronowych

Zatézmy, ze seria danych sktada sie z czterech prébek:

8 10 3 6
(10) [4.5 5 3 4 ]
09 08 08 0.7

Wartosci oczekiwane przyktadow to:
(1)1 1 02 o0.5]

Sie¢ w tym przyktadzie skfada sie z wag przedstawionych we wzorach (5) oraz (6). Po pierwszej
warstwie zostanie wykorzystana funkcja aktywacji ReLU; po drugiej nie zostanie wykorzystana
zadna funkcja aktywacji. Wspotczynnik uczenia bedzie wynosic 0.1.

Najpierw wartosci zostang przeskalowane zgodnie z rownaniem (9). Przykfad dla pierwszej probki z
serii danych:

09-07 _ 02 _
09-07 02

(12) 2= = 2 ~ 0714 == = =2 = 0.75;

Seria danych po przeskalowaniu wszystkich wartosci:

0714 1 0 0429
(13)|075 1 0 05
1 05 05 00

W tym przypadku warto$ci oczekiwane nie muszg by¢ skalowane, poniewaz sg to wartosci miedzy
Oa1.
W przypadku treningu nadzorowanego, kolejne kroki treningu mozna podzieli¢ na:

1. obliczenie wyjscia,

2. porownanie wyjscia z wartoscig oczekiwana,

3. aktualizacja wag przy pomocy propagacji wsteczne;.
Na poczatku zostaje obliczona warto$¢ wyjsciowa. Wartosci zostang zaokrgglone do czwartego
miejsca po przecinku:

0.01 0.02 0.002 0.0241 0.031 0.001  0.0143

-0.2 0.03 0.001 *[0'714 ! 0 0'429]= —-0.1193 -0.1695 0.0005 -—0.0708

(14) 075 1 0 0.5

0.001 0.01 0.01 1 05 05 0.0 0.0182 0.016 0.005 0.0054
0.004 0.001 0.001 ' ' ' 0.0046  0.0055 0.0005 0.0022
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0.0241 0.031 0.001 0.0143 0.0241 0.031 0.001 0.0143
(15) ReLU —0.1193 —0.1695 0.0005 —0.0708( | _ 0 0 0.0005 0
0.0182 0.016 0.005 0.0054 0.0182 0.016 0.005 0.0054
0.0046  0.0055 0.0005 0.0022 0.0046 0.0055 0.0005 0.0022
0.0241 0.031 0.001 0.0143

0 0 0.0005 0
0.0182 0.016 0.005 0.0054
0.0046 0.0055 0.0005 0.0022

(16)[0.8 —-0.5 0.6 0.2]*

=[0.0311 0.0355 0.0036 0.0151]

W celu zrozumienia, na ile odpowiedzi sg bliskie oczekiwanym, obliczany jest btad zgodnie ze
wzorem:

(17) btad = $rednia(warto$é_bezwzgledna(wynik przewidywany — wynik oczekiwany))
Btad dla aktualnych wag wynosi:
(18) avg(abs([0.0311 0.0355 0.0036 0.0151]—[1 1 0.2 0.5])) = 0.6537

Btad jednak nie daje informacji, w ktérg strone zaktualizowa¢ wagi. W ramach tego trzeba obliczy¢
pochodng btedu, ktéra obliczana jest zgodnie ze wzorem:

(19) delta = (wynik przewidywany — wynik oczekiwany)

Takie okreslenie btedu wskazuje nam kierunek, w ktérym majg zostaé zaktualizowane wagi. Jednak
przez wzglad na to, ze wykorzystywana jest seria danych, delta musi zostaC podzielona przez jej
licznos¢ serii. Brak podzielenia sprawitby, Ze proces uczenia kohczytby sie takim samym wynikiem,
jakby probki bytyby przedstawiane sieci pojedynczo. Wzér ostatecznie ma postac:

(20) delt wynik przewidywany — wynik oczekiwany
elta =

rozmiar serii

Tym samym réwnanie (20) zapewnia wiekszg generalizacje delty.
Delta dla tego przypadku wyniesie:

[0.0311 0.0355 0.0036 0.0151]—[1 1 0.2 0.5]
4

(21)

=[-0.2422 -0.2411 -0.0491 -0.1212]
Nastepnie mozna obliczy¢ delte dla warstwy ukrytej. Nie istnieje sposéb, zeby zrobi¢ to
bezposrednio, poniewaz nie ma sposobu na zapewnienie oczekiwanych odpowiedzi dla warstwy
ukrytej. Z tego powodu robi sie to poprzez przemnozenie wag ostatniej warstwy przez delte, zgodnie
Ze wzorem:

(22) delta warstwy ukrytej = warstwal = delta

Zgodnie ze wzorem delta bedzie wynosic:
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0.8
(23)17)065\*[—0.2422 ~0.2411 —0.0491 —0.1212]
0.2

—0.1938 —0.1929 —0.0393 —0.097
101211  0.1206 0.0246 0.0606
~1-0.1453 —0.1447 —-0.0295 —0.0727

—0.0484 —0.0482 —0.0098 —0.0242

Czesc¢ wartosci zostata wyzerowana przez wzglad na funkcje aktywacji ReLU. Dla odpowiadajgcych
wartosci delty musza rowniez zosta¢ wyzerowane, korzystajac z pochodnej funkcji aktywac;ji.

Pochodna ma wartos¢ 0 dla wartosci nie wiekszych niz 0 i 1 dla wiekszych od zera. Delta warstwy
ukrytej ma postac:

(24) delta_warstwy_ukrytej =

—-0.1938 -0.1929 -0.0393 —-0.097 0.0241 0.031 0.001  0.0143 T\’
0.1211 0.1206  0.0246 0.0606 | ReLU —0.1193 -0.1695 0.0005 -—0.0708 _
—0.1453 -0.1447 -0.0295 -0.0727 0.0182 0.016 0.005 0.0054
—0.0484 —0.0482 -0.0098 —0.0242 0.0046 0.0055 0.0005 0.0022

0.1211 0.1206  0.0246  0.0606
—0.1453 -0.1447 -0.0295 -0.0727

—0.1938 -0.1929 -0.0393 —0.097‘ l
—0.0484 -0.0482 -0.0098 —-0.0242

SR R
[ =
(SRR WY
= O

—0.1938 -0.1929 -0.0393 -0.097
0 0 0.0246 0
—0.1453 -0.1447 -0.0295 -0.0727
—0.0484 -0.0482 -0.0098 —0.0242

Nastepnie musi zosta¢ obliczona delta wazona, poniewaz warto$ci wejsciowe réwniez majg wplyw
na btad. Delte wazong oblicza sie zgodnie ze wzorem:

(25) delta wazona = delta * warto$ci wej$ciowe do warstwyT

Wagi wazone dla warstw w tym przyktadzie wynoszg odpowiednio:
- dla pierwszej warstwy,

0.0241 0.0 0.0182 0.0046
0.031 0.0 0.016 0.0055
0.001 0.0005 0.005 0.0005

0.0143 0.0 0.0054 0.0022

(26) [-0.2422 —-0.2411 -0.0491 -0.1212]*

=[-0.0151 0.0 —0.0092 —0.0027]

- dla warstwy ukryte;j.
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—-0.1938 -0.1929 -0.0393 -—0. 097 0. 714 O 75 1.0
0 0 0.0246 0.5
—0.1453 -0.1447 -0.0295 -O0. 0727 0.5
—0.0484 -0.0482 -—-0.0098 —0.0242 0. 429 0.0

(27)

—-0.3729 -0.3868 —0.3099
_ 0 0 0.0123
~[-0.2796 —-0.29 —0.2324
—0.0931 -0.0966 —0.0774

Znajgc wartosci delt wazonych, mozna zaktualizowa¢ wagi zgodnie ze wzorem:
(28) zaktualizowane wagi = wagi — wspoétczynnik uczenia * delta wazona
Zaktualizowane wagi bedg mialy nastepujgce wartosci:
- dla pierwszej warstwy,
(29)[0.8 —-0.5 0.6 0.2]—0.1%[-0.0151 0.0 —0.0092 —0.0027]
=[0.8015 —0.5 0.6009 0.2003]

- dla warstwy ukryte;j.

0.01 0.02 0.002 —-0.3729 -0.3868 —0.3099
(30) —-0.2 0.03 0.001] _ 01 % 0 0 0.0123
0.001 0.01 0.01 —-0.2796 —-0.29 —-0.2324
0.004 0.001 0.001 —0.0931 -0.0966 -0.0774

0.0473 0.0587 0.033
-0.2 0.03 —0.00023
0.029 0.039 0.0332

0.0133 0.0107  0.0087

Wyniki dla zaktualizowanych wag wynoszg 0.8015, -0.5, 0.6009, 0.2003, a btagd zmalat do 0.579,
czyli o okoto 11%. W celu odpowiedniego wytrenowania modelu musiatoby sie odby¢ wiele
aktualizacji wag, jednak sg one analogiczne, jak przedstawiony powyzej proces [12].

Podsumowanie

W artykule zostata przedstawiona budowa wielowarstwowych sieci perceptronowych, ktéra jest
czescig wielu najnowoczesniejszych architektur sieci neuronowych. Wyjasniony zostat proces
treningu prostej sieci, ktéry nie rozni sie od aktualizacji wag w bardziej rozbudowanych i
zaawansowanych sieciach neuronowych. Praktyczne przyktady stuzg ilustracji przedstawionych
koncepciji i wzoréw.
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